


























1.1 从 火 前 到 导弹 和 人 造 卫 星 


火药 .指南 针 、 印 剧 术 和 造纸 术 是 我 国 古 代 对 于 科学 技术 的 四 项 重大 贡献 ,其 中 火药 
的 发 明 又 给 火 第 的 泛 生 奠定 了 物质 基础 , 唐 朝 孙 思 洲 (581 -~ 682 年 ) 著 《 丹 经 》, 就 已 给 
了 火药 的 配方 。 火 药 的 出 现 是 化 学 能 转化 为 机 械 能 ,进而 转化 为 动力 的 重大 突破 , 使 火 箭 
发 动机 的 问世 有 了 真实 的 可 能 。 

不 同 的 学 者 对 我 国 火 箭 的 真正 发 明年 代 有 不 同 的 推断 ,比较 订 靠 的 , 订 认 为 是 在 北宋 
ЛЕСА, 970 年 ) : 汉 继 升 向 朝廷 进贡 火 第 法 ,并 进行 试验 和 受到 赏赐 ,可 见 我 国 的 
火 第 初创 于 10 世纪 后 半期 .这 时 的 火箭 就 十 古代 的 弓箭 之 箭 , 其 上 缚 一 类 似 现在 儿童 玩 
放 的 “起 花 "( 又 称 " 穿 天 猴 ”) ,香火 箭 反 作用 飞行 

Із 世纪 中 叶 ,火药 由 我 国 传人 了 信奉 伊斯兰 教 的 中 亚 ,再 传人 了 欧洲 。 直 到 19 НН, 
火箭 与 火炮 一 直 基 并 殊 齐 驱 , 吾 相 亮 争 , 但 到 19 世纪末, 火炮 上 出 现 了 两 大 改革 以 硝化 
纤维 素 为 基础 的 新 型 火药 和 腾 线 炮 管 ,大 大 提高 了 人 性 能 ,竞争 优势 倒 疝 了 火炮 。 

在 火箭 的 发 展 处 于 低潮 期 间 , 各 园 科 学 家 对 火箭 技术 的 研究 和 试验 却 一 直 在 进行 着 ， 
到 了 20 世纪 初 ,出 现 了 两 位 对 火箭 技术 做 出 巨大 贡献 的 人 ,一 位 是 俄国 的 齐 奥 尔 科 夫 斯 
28 Циолковский.К.Е) ,他 于 1903 年 发 表 了 《利用 火箭 探测 宇宙 》-- 文 ,还 提出 Ген 
РЕ ВОНИ) З пр ВЕЕ, Р ГААР ТТЕ Е, 提出 
了 雾 级 火箭 的 概念 。 另 一 位 是 美国 的 艾 达 德 (R.H.Goddard) ,1919 年 他 提出 了 “达到 极 高 
高 度 的 一 种 方法 ”, 利 用 固体 推进 剂 制 作 了 火箭 ,试图 射 人 太空 ,1926 年 他 又 设计 并 发 射 了 
以 滚 氧 和 汽油 为 推进 剂 的 火箭 ,随后 也 提出 ТЕЖ АН ,企图 射 到 月 球 。 

到 20 世 纪 30 年 代 , 液 体 及 固体 火箭 推进 剂 ,高温 材料 ,电子 和 导航 技术 都 取得 了 很 大 
的 进展 ,给 近代 火箭 和 导弹 的 出 现 创 造 了 物质 基础 ,火箭 武器 又 重新 有 了 活力 .导弹 是 一 
种 能 够 控制 的 火箭 武器 , 它 的 出 现 是 在 第 二 次 世界 大战 的 采 期 ， 希特勒 企图 凭借 一 两 种 新 
式 武 医 挽 救 其 灭亡 的 命运 ,并 在 原子 弹 和 导弹 之 间 选 择 了 学 弹 这 一 "秘密 武器 ” ,第 一 次 小 
界 大 战 之 后 , 苏 美 两 国都 争先 发 展 自 己 的 录 弹 和 空间 技术 , 投入 很 大 的 人 力 和 物力 .1957 
年 10 月 4 日 ,苏联 首先 把 人 类 第 一 颗 人 造 卫 星 送 人 了 轨道 ,成 为 航天 纪元 的 开端 ,1961 华 4 
月 12 月 苏联 买 以 "东方 一 号 ” 将 宇航 员 胡 加 林 送 入 空 间 ,实现 了 人 类 遵 游 太空 的 梦想 , 苏 
联 还 是 第 一 个 向 月 球 发 射 探测 器 (1959 Е 1 月 3 Н) 和 在 月 球 着 陆 (1959 ЭНН) 
国家 。 美 国电 于 其 技术 政策 及 科学 管理 上 的 错误 ,在 空间 技术 起 步 阶段 落后 于 苏联 他们 
总 结 了 失误 教训 后 ,终于 在 1958 年 2 月 1 日 发 射 了 第 .- 颗 卫星 ,并 月 于 1969 年 7 月 16 日 
和 将 人 送 上 了 月 球 , 此 后 ,一 共有 六 稻 “ 阿 波 时 ”飞船 登 月 ПОЛИН ТЕА Я, 5 
是 馆 今 为 直人 类 最 壮观 的 空间 飞行 活动 ,在 完成 上 述 竞 争 之 后 ,美国 着 力 研 究 第 -化 多 次 
使 用 的 航天 器 一 一 航天 飞机 ,并 于 1981 年 4 月 12 日 首次 飞行 成 功 。 苏 联 在 美国 致力 于 登 月 
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飞行 和 航天 飞机 研制 的 期 间 , 将 力量 重点 投 人 到 空间 站 的 研究 中 ,并 于 1 和 71 年 4 月 19 日 把 第 
一 座 空 间 站 送 人 轩 道 ,这 就 是 第 一 代 空 间 站 “礼炮 一 号 ” ,截止 目前 苏联 已 发 展 了 二 代 空 间 
站 ,第 二 代 空 间 站 “和平 号 ”积累 了 大 量 载 人 飞行 的 经 验 ,在 运行 了 15 年 后 ,于 2001 年 3 月 
23 日 只 人 南 太 平 洋 , 与 此 同时 ,苏联 也 继 美 国之 后 研制 成 功 了 自己 的 航天 飞机 ”暴风雪 
号 ", 并 十 把 目前 最 大 的 运载 避 " 能 源 号 ”投入 使 用 。 苹 国 本 来 也 有 空间 站 计划 ,在 1973 年 5 
月 4 日 步 苏 联 之 后 , 兽 将 他 们 的 空间 站 " 夫 空 实验 室 ” ЖИРА, РНК КЕ, 
后 续 计 划 不 得 不 变更 ,该 空间 站 于 1979 年 7 月 11 НА 1986 年 < 挑战 者 号 ” 航天 飞机 和 失 
捉 之 后 ,由 于 后 求 的 国际 政治 .军事 ,经 济 格局 的 变化 ,美国 除了 继续 研制 第 2 代 航 天 飞机 
外 ,也 开始 参加 了 通过 国际 合作 发 展 永 久 性 载 人 空间 站 的 工作 。1998 年 11 Я 20 日 国际 空 
间 站 (ISS) 完成 了 第 一 次 的 发 射 , 计 划 到 2005 年 全 部 完成 。 

我 国 在 古代 对 于 火箭 技术 的 贡献 是 悍 天 的 ,只 是 由 于 一 千 余年 的 封建 社会 和 一 百 祭 
年 的 半封建 半 和 殖 民 地 社会 的 栎 楷 ,使 得 我 国 的 科学 技术 落后 了 。 解 放 后 ,我 们 急 起 直 追 , 科 
学 技术 有 了 极 大 的 发 展 ,1970 年 4 月 24 日 成 功 地 发 射 了 “东方 红 一 号 ”人 造 地 球 卫 星 ,是 
继 苏 美 法 日 之 后 第 五 个 独立 发 射 卫星 的 国家 。4975 年 11 月 26 日 我 国 发 射 了 第 一 颗 返回 式 
人 造 卫 星 ,并 于 同年 12 月 2 日 震 利 回收 ,成 为 世界 上 第 三 个 掌握 了 回收 技术 的 国家 ,我 国 
发 射 卫 星 的 成 功率 是 第 一 流 的 ,价格 远 低 于 国外 , 极 具 竞争 能 力 ,1992 年 上 月 ,正式 启动 了 
我 国 的 载 人 飞船 研制 计划 , 且 于 1999 年 11 月 20 日 .2001 年 1 月 10 日 .2002 年 3 月 15 日 、 
2002 年 12 月 30 日 成 功 发 射 并 回收 了 “神舟 一 -号 ”“ 神 舟 二 号 ”"、“ 神 舟 三 导 "、“ 视 舟 四 屿 ” 实 
验 飞 船 。 登 月 和 深 空 探测 计划 也 开始 实施 。 











1.2 常用 数据 
地 球 的 有 关 数 据 
引力 常数 мо = 3.986 x 10 kmi/e 
平均 半径 Ra = 6 378 km 
轨道 半径 re = 1.496 х 10 km( 等 于 1 个 天 文 单位 (A UU)) 
轨道 速度 оф = 29.78 km/s 
月 球 的 有 关 数 据 
引力 常数 ре = 4.887 х 10 Киви? 
平均 半径 Вх = 1738 km 
胃 道 半径 гс = 3.844 x 10 km 
轨道 偏心 率 ер = 0.0549 
ЭН Е ЛЕ ve = 1.02 km/s 
相对 地 球 的 
影响 球 半径 © = 66.1х x 10 km 
太阳 的 有 关 数 据 
引力 常数 мо = 1.327 х 10! Кав? 
平均 半径 Ко = 6.98 x 105 km 


太阳系 行星 的 有 关 数 据 详 见 表 1. 1。 
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第 二 章 空间 Е 


5 器 . 的 入 ЖА 


人知 问 飞行 器 的 人 轨 , 就 是 通过 运载 火箭 的 飞 有 有, 债 空 间 飞 行 器 在 预定 的 时 刻 , 以 给 定 
的 速度 、 给 定 的 方向 ` 给 定 的 位 置 进 入 轨道 。* 这 样 ,空间 飞行 器 就 会 在 预先 规定 的 轨道 上 运 


行 ,完成 各 种 指定 的 任务 。 
2.1 运载 火 蔚 的 运动 方程 式 


2.11 常用 坐标 系 


计算 运载 火箭 的 飞行 轨迹 , 可 以 在 不 同 的 坐标 系 进行 , 最 方便 的 是 发 射 坐标 系 
О.Л. Ze 其 坐标 原点 为 发 射 点 0.,Х, 轴 水 平 指向 发 射 方 向 (一 般 指 东 或 偏 东 方向 ) ,了 


轴 与 重力 方向 相反 ，Z。 轴 与 ХҮ, 轴 构 成 三 
ДЕЛАХ А СЧ 2.1 示 出 运载 火箭 的 平面 运动 ， 
如 在 0.X.Y 了 ,平面 中 运动 的 情况 } ,然而 , 害 气 
动力 却 在 速度 {轨道 ) ЖА Е OYFZ 中 计算 最 
АИ, ОЖ Лихо, Хы 
Ел, У 轴 在 飞行 器 纵向 对 称 平面 内 
ЖЕ, Я 与 前 两 诈 共 同 构成 右 旋 坐 标 系 。 常 用 
的 坐标 系 还 有 飞行 器 固 联 坐 标 系 DY; 了 71， 
其 原点 也 取 在 飞行 圳 质心 ху ЗН ЯН 
办 重合 , У, 轴 在 飞行 器 纵向 {或 对 称 ) 平面 
内 ,指向 上 方 ,Z| 轴 与 前 两 轴 梅 成 右 旋 坐 标 
系 . 最 后 引入 的 坐标 系 是 平 称 (陀螺 } 坐标 系 
DXs 了 eZy, 尼 的 原点 在 质心 ,三 个 轴 一 直 保 持 
与 发 射 坐标 系 在 发 射 瞬间 对 应 轩 相 平行 。 值 
得 提醒 的 是 : 由 于 地 球 的 旋转 , 发 射 坐 标 系 
0.1.7.7. 是 随地 球 旋转 而 变动 的 .图 中 为 了 
Р.Я, 将 发 射 时 肇 的 人 级 标 系 以 了 (at) 和 
Х.(10) ФК. 








ГА (1) 








图 2.1 各 坐标 系 


非 平面 运动 的 情况 , 上 述 坐 标 系 问 的 关系 如 图 2.2(a) ~。2.2(c)。 平移 坐标 系 
ОХ,Ү,2, 到 飞行 器 固 联 坐标 系 OXI У, Zi 是 经 过 三 次 转动 得 到 的 , 即 先 以 角速度 88 ОУ, 
转 过 Y 角 ,得 0X'Y,2' 系 ;再 绕 ОР ДЕ Я НОР 系 ;最 后 以 角速度 уй 
ОХ, у 0 АТН ОХ, У.Д, ОХ, У 2 РЕА Оху ЕЕ 
经 过 三 次 旋转 得 到 的 ,旋转 的 顺序 同 前 , 见 图 2.2(b)。 

速度 坐标 系 OXYZ 与 飞行 侨 固 联 坐 标 系 OX F121 之 间 的 关系 ,以 攻 角 a 和 侧 滑 角 8 来 
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描述 (图 2.2(c))。 由 图 2.2(e) нр, ШИНУ ВНЕ У АТИР ТЕ ОХ, У, 间 的 夹 角 , 而 
攻 角 a 是 速度 在 纵 平 面 上 投影 与 纵 轴 ОХ 间 的 来 角 。 各 角 的 关系 如 图 2.2 所 示 ,运载 火箭 
在 0.XeTr。 中 的 平面 运动 时 ,其 侧 滑 角 ,倾斜 角 У ИОВ у 均 为 零 ,起 运动 的 最 简单 情 
况 。 考 素 到 地 球 的 曲率 变化 ,其 水 平 线 随 着 空间 飞行 器 位 移 的 改变 ,将 逐渐 改变 其 倾斜 程 
度 , 以 变化 后 的 水 平 线 为 基准 的 轨道 倾角 将 以 日 表示 (图 2.1)。 
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2.1.2 жалжая 

ЗН КАЦАНЕ КЕРТ В 9 
有 :火箭 发 动机 推力 Р, 空气 动力 六 和 
重力 G。 如 设 运载 火箭 质心 的 加 速度 为 9， 
质量 为 时, 则 它 的 运动 方程 式 是 

Ма = РНЕ+С (2.1) 

空气 动力 Е 是 运载 火箭 相对 空气 运 
动产 生 的 力 , "Ре М. Я] Е Е Е НЕ К Е Е 
OXTZ 中 被 分 解 为 沿 ОХ ОУ 和 02 轴 方 向 
的 三 个 分 量 к, Е, ЖЕ, НН Е, 称 为 空气 
阻力 ,所 АУ, Е, НУ, 

当 只 考虑 运载 火箭 纵向 平面 中 的 运动 
о 横流 外 一 шен а 
和 OY 方向 的 力 平衡 方程 式 或 动力 学 方程 Дав нас) ву М 
式 , 以 及 垂 肖 高 度 н 的 运动 学 关系 , 即 

dv 





图 2.2 坐标 变换 


М, = Рсов о - Ё, - Mesin 9 

990, ， 
Мо = Репа + Е, - Мвсоѕ 0 (2.2) 
ан 


dr = от б 





8. ЕШ 








НЕ 0XYZ 坐标 系 中 速度 是 沿 著 DX 轴 的 ,所 以 有 = wi(i 是 OX 轴 正 向 单位 矢量 ;， 
对 其 求 导 可 得 运载 火箭 加 速度 , 即 





dv, Її 2.3 
а= іза; (2.3) 
其 中 华 可 参考 附录 5, 得 


和 lim2 охі 
dt ^ мы А 


可 见 单位 矢量 的 时 间 导 数 , 是 该 矢量 相对 惯性 空间 的 角速度 w БОН ВХ ЯН, 


把 上 式 代 人 式 (2.3) ,并 考虑 到 о = 7,8 
а _ {2.4) 


其 中 ,j 和 上 分别 是 07 ОХ 轴 的 正 向 单位 矢量 ,由 式 (2.4) 可 抑 运 载 火 箭 沿 ОХ МОУ 
向 的 加 速度 分 量 ,分 别 是 和 和 wv 人 ,这 就 是 式 (2.2) 左 侧 的 由 来 。 





2.2 和 导 引 规律 的 法 择 


式 (2.2) 第 一 式 ,表示 运载 火 艇 沿 轨道 的 加 速 性 能 ,第 二 式 描述 其 轨道 转弯 的 特性 。 
КЕНЕ КАТ, НТО, = 0 = 90, а = 0, 因 而 升力 局 也 是 等 ,第 二 式 右 侧 为 零 , 欲 使 运载 火 
ВРАЗ, АПЕЛ a 角 的 数值 。 然 而 , 当 火 箭 转 穿 之 后 (如 图 2.1) ,9 不 再 为 9F ,重力 
Ма 就 成 为 其 继 绪 转 咨 的 驱动 力 。 

我 们 知道 , 当 a = 0 时 ,火箭 的 空气 动力 只 有 阻力 一 项 , 当 a «ОБН Р,, 
日 阻力 Р, Ма 的 增加 而 增 大 。 人 们 总 是 希望 阻力 小 些 ,以 便 节省 火箭 的 燃料 ,怎样 设计 
а Я 的 变化 规律 和 控制 倾角 8 的 变化 ,以 达到 最 优 地 将 运载 火箭 送 入 卫星 轨道 就 是 一 个 
十 分 重要 的 问题 了 。 

2.2.1 运载 火箭 的 初始 转弯 段 

由 于 火箭 上 升 高 度 有 限 ,可 以 认为 g = go go 一 一 海平 面 的 重力 加 速度 ), 当 火箭 以 
雪 攻 角 短 让 飞行 10 ~ 15s 后 , 令 攻 角 “产生 一 个 短 时 间 的 变化 使 火 篆 转弯 通常 选择 的 变 
化 规律 是 








Е) 








аб) = ansin2 < (2.5) 
#21) + 5-20) 
其 中 ,和 分 别 是 攻 角 改变 的 初始 时 刻 和 结束 时 刻 ,a,, 是 攻 角 变化 的 极 小 值 (为 人 氏 } ,而 
fn 1 
下 = 一 


上 一 tn 
是 达到 攻 角 极 小 值 a 时 的 时 间 г 与 п 利 о АНН НХ А = 1/4, а 了 瑚 时 间 的 变化 
规律 如 图 2.3 所 示 。 
о 角 的 变化 , 除 使 运载 火箭 转弯 外 ,6 角 也 逐渐 变 得 小 于 90 ,其 值 由 式 (2.2) 计算 得 
到 。 


ж-ж а Пл 9 - 








| 
=> 
by 
“| 





2.3 攻 骨 的 变化 曲线 

2.2.2 和 运载 火箭 的 继续 转变 段 

经 过 前 一 阶 吴 的 初始 转弯 之 后 ,速度 约 达 到 Ма = 0.8 左 右 ,高 度 为 数 千 米 , 仍 处 在 笛 
密 大 气 层 之 中 。 通 常 都 以 很 小 的 攻 角 ,或 零 攻 角 继 续 飞 行 ,以 碱 小 阻力 损失 ,向 时 也 可 降低 
对 控制 机 构 的 要 求 和 对 结构 强度 的 影响 。 此 时 , 火 第 的 转弯 主要 洁 重 力 来 实现 , 故 又 称 此 
段 为 重力 转弯 段 。 

飞 出 稠密 大 气 层 后 , 攻 和 角 可 根据 最 小 能 量 诛 则 进行 优化 ,也 可 继续 保持 为 零 攻 角 的 重 
力 转弯 飞行 。 

由 于 运动 方程 式 是 非 线性 和 时 变 的 ,准确 求解 火箭 的 轨迹 只 能 借 动 于 计算 机 ,然而 为 
了 能 获得 解析 解 以 便 有 清晰 的 概念 ,下 面 把 运动 方程 式 简 化 。 首 先 将 空气 动力 略 去 ,再 假 
设 重力 为 常 值 平行 场 , 并 略 去 地 球 自转 , 这 时 式 (2.2) 成 为 (9 = 8.) 


1 4% Р па 

к а = Мр sin 0.6) 
2 98 д р 
в di 


这 是 非 线性 时 变 方 程式 , 当 P/Mg НЕГО ОКЕ ВЕКИ ВН 
变 小 而 成 比例 地 减 小 ,这 在 实际 中 是 可 以 实现 的 。 令 


1 -cos {EE -日 віп (2. 8) 
сео | Я Хе, 
1+ соѕ (5 — 0) 1 + сов (55 – 0) 9 














м 
2 1 — эт 9 . _ 1 – 22 
г = епа? sin 0 = т. 2 (2.8) 
由 式 {2.7) 还 可 以 求 得 
ds .1 dg 
dt 1+sn Ч (2.9) 


把 式 (2.7) ~ 式 (2.9) 代入 式 (2.6) ,并 设 РИМЕ = n, 得 





- 10: 2) “АТН ВУЛ 





工业 _ ，_ 工 -= 
в 4 | += (2.10) 
2 92 _ 
ва 7” 
从 .上 两 式 消去 1, 得 
dy dz 1-22 ағ 
в п 2 1+2? 2 
积分 后 ,有 
ln ab = In +14 + аб 
或 
о = САЦ 22) (2.11) 
其 中 积分 常数 为 
8 
С = На + 20) (2.12) 
把 式 (2,11) 代入 式 (2, 10) ,积分 后 得 
= С ла: = Виго" (2.13) 
Е 2-0) А п-1 +11, 


应 用 式 (2.11) ~ 式 (2.13) 可 求 得 重力 转弯 时 的 解 ,司法 是 , 先 根据 初始 的 8(0) 由 式 
(2.7) 求 得 #(0) ,再 与 2(0) 一 同 从 式 (2.12) 计算 C, 此 后 每 给 出 一 个 轨道 僻 鱼 Ө. Вір 


Чу. Чх. 
12 = bsin в, = 9605 9 (2.14) 


计算 。 

汐 于 韭 平行 重力 场 和 地 球 有 自转 的 情况 ,计算 方法 相同 ,只 是 繁 染 得 儿 。 

由 上 述 分 析 可 见 , 一 旦 确定 了 初始 条 件 (v{0)、9{0),y.(0) 和 х‹(0)), Я ЕЕ 
加 道 便 惟一 地 被 确定 了 下 来 ,而 要 在 规定 的 高 度 Н" ,使 速度 达到 规定 值 。* 和 确定 的 方 
向 8" ,可 以 调节 的 只 有 推力 РС п) 及 初始 条 件 9(0) 和 y.(0) 等 .然而 ， 重力 转弯 段 的 初 
始 条 伯 是 初始 转弯 段 的 最 终结 果 , 换言之 ， 其 他 参数 确定 后 , 只 有 惟一 的 as。= а," 
式 (2.5) 能 使 运载 飞行 器 最 终 高 度 Ну ЖЕ о, 和 终点 轨道 倾角 0, 分 别 达到 要 求 值 н. 
о" О" о аи < с." 时 {注意 ,a < 0) ,轨道 比 规定 的 低 , 且 有 HH < Нор > v* #1 0, 
< 8 ;反之 ,如 果 аи > а,“ ,轨道 较 高 ,而 0 А, > Н < оъ В, > 0* (2.4) 
ВНЕ сн неа 时 ,也 可 这 到 规定 的 高 度 НР ВНЕ дн а 


角 不 再 为 符 . 对 于 ua， са“, ао 为 大 于 零 的 数值 (a > 0); а, > аъ" :应 全 a 小 于 - ‘ 


等 (a < 0){ 图 2,5)。 
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(ба аш) 


в-=8 We А 
к= 0 








Ё 2.5 控制 攻 角 的 新 果 








== 空 朋 飞行 器 的 轨道 


本 章 研 究 两 体 问题 和 中 心 引 力 场 的 运动 问题 ,也 就 是 忽略 其 他 天 体 的 作用 ,只 研究 某 
一 影响 最 大 的 星球 对 空间 飞行 吉 的 影响 (如 地 妹 对 于 人 造 地 球 卫星 )。 多 个 星体 同时 作用 
于 鹤 间 飞行 器 的 运动 规律 (n 体 问题 ) ,目前 尚未 找到 一 般 通用 解 ,只 能 依靠 数值 计算 ,其 
中 限制 性 三 体 问 题 将 在 后 商 章 节 中 研究 。 


3.1 两 体 问 题 


如 果 将 惯性 空间 某 两 星体 孤立 地 进行 
研究 , 旭 地 球 和 月 球 、 太 阳 和 某 颗 行 星 或 某 
些 双 星 那 样 ,就 是 本 节 所 研究 的 问题 。 

设 DXYZ 是 惯性 参考 坐标 系 , 把 其 中 
的 两 个 物体 视 为 质点 ,质量 分 别 为 m 和 ， 
mz, 构成 两 体系 统 。 系 统 的 质心 为 C, 它 位 
于 质点 mi 相对 于 т а: ЕН 图 3.1 两 体系 统 模 型 
点 。 若 坐标 系 原点 到 то, m 和 质心 С 的 先 径 分 别 为 г.г #0 г, 《图 3.1), 则 根据 系统 质心 
的 特性 ,有 





mr- ғ) + mr т.) = 0 (3.1) 
利用 几何 关系 
Г = rr 


依次 从 式 (3.1) 消去 р 和 ,有 





r= ғ, + mi + тр, (3.2а) 
ғу = т, – "ц (3.25) 

mi + ms 

因而 т: 和 ms 的 加 速度 是 

Fl = ғ, + i (3.3a) 

mi 
Р = Р, - пат? (3.3Ь) 
据 牛 顿 第 二 定理 ,作用 在 m 和 ms 上 的 力 应 为 Е 
Я = тг, Fy = мог) (3.4) 


对 于 两 体 问题 ,作用 在 m 和 ms 上 的 力 只 有 万 有 引力 ,它们 大 小 相等 方向 相反 ,如 
Е, =- Р = Сту то 5 13.5) 


第 二 章 空间 飞行 器 的 贺 道 . 13. 





式 中 G 为 万 有 引力 常数 ,把 式 (3.3) 两 式 代入 式 (3.4) ,再 利用 式 (3.5) 可 以 得 


т + то} = {ў 


г.= 0 3 г = сопе (3.6) 
时 才能 成 立 , 因 此 ,两 体 运 动 中 ,系统 质心 不 做 加 速 运 动 ,或 者 说 ,惯性 空间 两 体 相互 作用 
的 结果 ,其 系统 质心 速度 保持 不 变 , 要 么 等 速 直 线 运动 ,要 么 静止 不 动 。 
考虑 到 式 (3.6) ,把 式 (3.3a) 代入 式 (3. 引 ,还 可 得 到 


r+ С(т + љу) 35 = 0 


如 令 
j= Cm т) (3.7) 
则 前 式 成 为 
г + =, = 0 (3.8) 


该 式 即 为 两 体 癌 题 中 的 基本 运动 方程 式 , 通 过 对 它 分 析 , 可 以 得 到 许多 两 休 运 动 的 特点 。 
А = rxr = xr, 为 mi 单 位 质量 相对 ms 的 动量 矩 (或 角 动 量 ) .对 三 求 导 , 则 有 


Ве гурар Ў (3.9) 
ИЖ (3.8) 代入 ,消去 >, 并 考虑 到 rxr=0rxr- 从 , 可 以 得 到 
Ё = 0, А = const (3.10) 


2 (3. 10) 表示 пы 相对 т, ВНЕ А ВУ, Ба ТА 和 大 小 都 是 守恒 的 ,由 于 
mi 相对 于 mz 的 速度 与 ma 相对 mi 的 速度 大 小 相等 方向 相反 ,所 以 丙 Ея т, 相对 于 т, 
的 单位 质量 的 动量 矩 ( 角 动量 ) ,下 面 将 统一 称 为 动量 矩 { 或 角 动量 )。 由 й ВУХ Хр, А 
垂直 于 r 和 y ,而 > 和 * 构成 mi 和 тә ЯНА ЈН а нзр, р 守恒 ,表明 这 个 平面 在 
惯性 空间 是 保持 方向 不 变 的 ,说 明 mj 和 т 的 相对 运动 是 不 变 平面 中 的 运动 。 

т; 和 ma 的 动能 之 和 是 


1 - . Е . - 
Т = Эпир Fi+ 5 ЭР2 * Г2 


式 (3.2a) 和 式 {3.2b) 对 时 间 求 导 后 ,代入 上 和 式 ,经 整理 得 


ti MRIm о, 
Т = "+ (ту а mr (3.11) 


前 者 是 系统 质心 С 的 平 动 动能 ,后 者 是 两 星 休 绕 质心 的 转动 动能 ,所 以 两 体系 统 的 动 
能 是 .上述 平 动 和 转动 动能 之 和 。 
上 下面 再 分 析 两 星体 相对 运动 的 轨迹 ,为 此 以 及 = xn НУ. (3.8) ,得 


dr н 

А-А А ЕА = 0 ， 

42 х 二 (3. 12) 
对 其 中 第 二 项 应 用 a x (Bxe)= bla.e)- сба - 加) ,改造 得 


гх беху) = rr ri-_rfr.r) = га (ког) -je 
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dr 2 _ (2) 
а Иа, 
把 土 式 代 问 式 (3.12), 誉 感到 А = econst, 积分 后 得 
和 = „(5 + е) (3.13) 


其 中 ,e 是 积分 常 矢 , 又 称 偏 心 矢量 。 苦 以 点 乘 式 (3.13) 得 
r(x в) = м(г + recos 0) 


其 中 ,8 是 8 种 r 之 间 夹 角 , 而 应 用 a (хе) = с- (ах 8) ,上 式 还 可 改造 成 为 
А2 = gtr + recos 0) 
或 hi (3. 14) 


= 
1+ есоз 9 


而 以 А (3 13), 5 
в. (Sr x в) = (вве) 


考虑 到 h 与 速度 学 А О, ЕСА ИМЕ ОЕ А ТАЯ 

ће = 0 (3.15) 
此 式 说 明 偏心 矢量 е А ЕАО 2 е 位 于 ml 和 ms 两 者 的 运动 平面 之 中 ,其 方向 
和 大 小 保持 不 变 ,为 无 因 次 量 。 

分 析 式 (3.14), 令 9 = 0, 得 知 对 应 的 + = ғаз ml 与 то 相距 最 近 ,此 时 了 与 e 同方 向 ， 
可 见 6 也 是 自 最 小 相对 矢 径 处 开始 计算 , 故 称 真 过 角 ; 又 知 当 。= 0 时 ,该 式 描述 一 圆周 运 
动 , 当 е 为 其 他 数值 时 ,对 应 的 运动 轨迹 如 表 3.1 所 示 。 

表 3.1 轨迹 形状 








РЯ 3.2(а) 和 图 3.2(b) 分 别 表 示 е = 0.707 Ме = 0. 质 心 C 静止 不 动 的 两 体系 统 在 
惯性 空间 的 运动 情况 。 图 中 1,2,… 和 1 ,2 ,… 分 别 是 па," НВ] по, 和 ma? 星体 的 位 置 。 
11,23, 连 线 分 别 是 该 瞬间 ml 相对 m 92545 六 (图 3.1)。 根 据 式 (3.14) , 当 。= 0.707 
时 ,其 长 度 按 梢 圆规 律 变 化 (图 3.2(a)) ,而 С 点 将 该 矢 径 分 割 成 与 mi 和 mz 成 反比 的 线 
ВЕ; Че = 0 时 ,zr 的 模 是 固定 值 ( 图 3.2(b))。 由 图 3.2 还 可 以 看 出 ,相对 运动 为 椭圆 或 图 
时 ,两 物体 在 惯性 空间 的 轨迹 亦 为 同类 曲线 。 


3J.2 中 心 引 力 场 中 的 运动 


3.2.1 一般 理 论 
假如 在 两 体 运 动 的 系统 中 ,ms > > ma: 可 认为 重心 Сут 重合 , пы 对 于 ms 的 相对 
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(а) #1 


#3.2 ЛНУ Е 
运动 , 屋 成 为 绕 中 心 引 力 体 的 运动 ,这 正 是 人 造 空 
间 飞 行 器 通常 所 过 到 的 情况 。 此 时 , 略 去 式 (3.7) 
Пл, Ям = Gnw 和 r= ғ,( 3.3). 3.1926 
得 的 一 般 性 规律 仍然 成 立 , 基本 微分 方程 仍 如 
2.(3.8), 8} 








г + т = 0 (3.16) 
相对 运动 的 轨迹 成 为 绝对 运动 的 轨迹 ,依旧 了 

以 式 (3.14) 表示 。 

究 能 量 ,为 此 以 27 Е ЕЕ (3.16), 
А 首先 研究 能 量 ,为 此 以 27 ЕЕ (3.16) 图 3 3 中心 引 广场 中 的 运动 

26. р 251 r = 00.2) Фе к) = 2000) Е - 
Ч) 24 п =0 
НЯ м = const， 上 式 积 分 得 
2. 一 人 = Е, (3.17) 


se 为 积分 常数 。 上 式 第 一 项 是 ml!( 空 间 飞 行 器 ) 单位 质量 的 动能 ,第 二 项 是 其 单位 质量 的 
势能 ,后 一 结论 可 证 明 如 下 : 
在 中 心 引力 场 内 "2 对 т 的 引力 为 


Ж п А н АРВ к, 应 做 功 为 
— ито" Е » 95 
其 中 ,ds 是 由 ғу 到 г, ЗЫ ЕР ЕЕС Ра 3.4) ,考虑 到 


r 05 = rdscos (r dy) = rdr 
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其 中 (x ,ds) 是 > 和 ds 间 的 夹 角 ,而 dr 是 ds 在 r 方 向 上 的 
投影 (图 3.4) ,上 述 积分 可 以 写成 
Ат Ат 


—_ 


г> rl 
如 认为 mi 运动 到 无 穷 远 时 势能 为 零 , 即 г = 时 
- о ЯНА п 点 的 势能 便 是 - 各。 一 般 地 ,在 任 
意 ”点 ,单位 质量 的 势能 是 
и-- = (3.18) 
НЕ А ВЕЛЕ ЖЗ ТАЕ Е, ,而 在 有 限 远 处 为 负 。 
所 以 , 式 (3. 17) 表示 空间 飞行 器 在 轨道 任意 点 的 动能 与 
势能 之 和 总 为 常数 ,这 就 是 能 量 守 恒 。 
速度 矢 童 还 可 以 写成 分 量 形式 , 为 此 先 把 г 写成 + = 
ге, › е, А г 正 疝 的 单位 矢量 (图 3.5) ,对 › 求 时 间 导 数 ， ео 
有 








图 3.4 引力 作 功 





= г = ге, + ге, 
根据 单位 矢量 对 时 间 求 导 的 法 则 ( 见 附录 5) ,显然 有 4& = — 3.5 速度 的 分 解 
ых er, 其 中 外 是 e. 亦 即 r 在 惯性 空间 的 角速度 ,其 模 为 8, 它 与 e, ЕЕ ОА УРЕ, 
与 在 m1! 运动 平面 指向 前 方 的 单位 矢量 eg 同 向 .所 以 
"= ге, згбе (3.19) 


式 中 ,r 和 ЕЕ у 在 和 天 径 方向 和 其 垂直 方向 的 分 量 。 式 (3.19) 自身 点 乘 后 代入 
23.17), 则 能 量 方 程 还 可 以 表示 为 


0 + 20) _ Ё є, (3.20) 
由 图 3.5 АНУ И НЕЕ А 的 模 
= гхи [= rosin(r yy) = 020 (3.21) 
代 人 人 式 {3,20) ,还 有 
2 hk 
2 +227. = 6 (3.22) 


式 (3.17)、 式 (3.20) 、 式 (3.22) 是 中 心 引 力 疡 运动 中 能 基 守 便 的 几 种 表示 形式 ,是 十 分 重 
要 的 关系 式 。 
轨道 的 形状 , 仍 由 式 {3. 14) 描述 , 设 
р = Ам (3.23) 
АЗ (3.14), % 


2 В 
"= 1 + есоѕ 9 (3.24) 
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当 е 取 不 同 数值 时 ,轨道 形状 如 表 3.1 的 规定 (圆锥 曲线 儿 图 3.6),m; 上 所 在 点 是 圆锥 曲线 
的 -个 焦点 。 设 д = 90 ,有 7 三 Р.Х р ЭРЕ: А 9 = 0 时 ,得 г 二 га А, 9 
角 是 以 rm ЗЕНА С 3.7 是 椭圆 的 例子 ) ,和 前 面 一 样 , 称 9 为 真 近 角 。 




















3.6 МЕН 图 3.7 МиЛа 


德国 大 文学 家 升 普 勒 时 于 1609 ~ 1619 年 便 总 结 出 天 体 运 动 的 三 大 定律 , 开 普 勒 第 一 
定律 是 关于 轨道 形状 的 ,可 投 述 为 :物体 在 中 心 :引力 场 中 的 运动 软 迹 有 是 赔 . 椭 贺 .抛物 线 或 
双 曲 线 等 圆锥 曲线 ,中 心 引力 体位 于 上 述 曲 线 的 (一 个 】 焦点 上 。 如 把 式 (3.21) 写成 

А = таблі . 
Ер УЕ, ЕН НЕВЕ, Е 40 аро 
积 的 二 倍 (图 3.7) , 设 该 面积 为 44 , 则 有 
d4 


ћ = 2; (3.25) 


由 于 动量 矩 守 恒 ( 式 (3.10)), 上 式 表明 宝 间 飞行 器 在 单位 时 间 内 扫 过 的 扇形 面积 为 
常 值 , 或 说 扇面 速度 为 常 值 。 这 个 结论 适用 于 所 有 四 种 形状 的 轨道 ， СХ 
一 定律 。 显 然 ,轨道 半径 越 大 , 速 庆 越 小 ,反之 亦 然 , 即 在 近 心 点 飞行 器 有 最 大 的 速度 ,而 在 
还 心 点 速度 最 小 。 

下 面 研 究 各 类 不 同形 状 办 道 和 它们 的 运动 友 雹 和 何 参 数 的 特点 。 





3.2.2 НЕ 
Ме = 0 时 ,轨道 为 图 形 ,此 时 式 (3. 14) 或 式 (3.24) 成 为 
г = Ар = р (3.26) 
显然 ,r = 0, 所 以 速度 只 有 与 > 垂直 的 分 量 , 由 式 (3.19) 
or (3.27) 
易 知 


te 称 圆 轨道 或 环绕 速度 ,下 标 с 表示 圆 形 轨道 .将 В = 代入 式 (3.26), 有 








в. /元 (3.28) 
Г 


如 以 地 球 参 数 代 人 ,由 上 式 可 求 得 ww = 7.9 km/s, 称 为 第 一 宇宙 速度 , 它 是 人 造 卫 星 的 最 
小 理论 速度 . 绕 行 - - 圈 所 需 的 时 间 ,是 圆周 运动 的 周期 


18. 衬 间 飞行 器 动力 学 





2 of А 
Т = та -av 43.29) 


对 于 地 球 而 言 , 其 最 小 信 为 84.5 min, 
骨 把 上 述 各 种 关系 代入 式 (3.22) ,可 得 圆周 运动 时 飞行 器 的 总 能 量 
_£ 
2r 
其 值 为 负 , 这 是 因为 轨道 各 点 的 动能 小 于 势能 , 而 后 者 为 负 的 原因 。 
3.2.3 ЕЙ 
为 了 应 用 方便 ,首先 给 出 椭圆 各 几何 参数 间 的 关系 (图 3.8)。9 = 0 时 ,由 式 (3.24) 和 
图 中 几何 关系 得 近 心 点 半径 和 半 正 交 弦 р 之 间 的 关系 
р 


(3.30) 


Е, = 











;= 2 2 all 0) (3.31) 
l+e 
9 = zt 时 得 远 心 点 半径 
r= = абе) (3.32) 
Жн, КРЕКЕР 
В 
“= 或 p= all-e) (3. 33) 
所 以 
е = м (3.34) 
ra + Г 
НН ВО ЯТА я 
в? = а?(1 一 е?) 
А = паб = хач 1-е? (3.35) 
当 飞 行 器 在 椭圆 轨道 ; 点 (图 3.9) 时 ,其 真 近 角 9 和 偏 近 角 фт Г 
cos 多 = ба +-10050 (3.36) 
或 
tan 7 - И ал 5 (3.37) 
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зз ЖИЯНИЛАЕ 3.9 ЖЫЯ 


式 (3.24) 对 时 间 求 导数 ,并 令 9 = 0, 易 知 在 近地点 有 > = 0, 所 以 能 量 方程 式 (3.20) 
成 为 





2 
2 ь 
利用 式 (3.21) 和 式 (3,23) 改造 上 上 式 第 一 项 ,得 
1 
Г, 


再 以 m = а(1- е) Жр = в(1- е) ВА, 55, ЕАУ и ДЕЕ 


2а 一 
代入 式 (3.20)、 式 (3.22) 肥 式 {3.17), 求 得 能 量 方程 的 各 种 表达 形式 
54 2 + г?) _ Я =- 六 (3. 38а) 
> г? А2) — я = - 2 (3.38Ь) 
пл и 
2757-2, (3.380) 


由 于 а Ж ЖЕН, ИВ Ву Е ВЕНУ 
203.14) 和 式 (3.24) 都 未 明显 给 出 轨道 运动 和 时 间 的 关系 ,为 了 求 出 这 个 关系 , 先 
由 式 (3.23) 和 式 {3. 21) 求 得 
42 
р = +. 
НА (3.24) 代入 ,消去 r, 开 平方 后 得 时 间 和 8 角 的 关系 


£ 1 
ёа: = 
{5 (1+ есоѕ 09у 
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对 上 式 积 分 极为 困难 ,为 此 拒 舱 近 角 改换 为 合 近 前 , 先 由 式 (3.33) ЖА (3.24) 求 得 


“二 + есоѕ 0 
є ros #8, 民 入 式 (3.36), 妈 化 简 得 篇 近 角 表 枝 式 
соз ф = 2-1 (3. 40) 





再 对 时 间 求 时, 得 
上 两 式 平方 相 加 ,有 


再 取 式 (3.38b) Ж 2аг?и р, НЕС (3.23) 和 式 (3.33) ,消去 Бир 和 p, 化 简 后 ,有 
ra = ае? (а- ‚у 
р 


比较 最 后 两 式 , 得 


(1 一 ecos Ф) - /Ad 


如 认为 区 = 0( 即 近地点 ) 为 计时 起 点 则 对 上 式 积分 ,得 

тр = у - esiny {3.41) 
Е 的 时 间 方 程式 ,又 称 为 并 普 勒 时 间 方 程式 。 其 中 ， 多 是 以 近地点 为 
时 间 等 位 的 飞行 时 间 :而 平均 角速度 (解释 见 式 (3.45)) 为 


и 


п = (3.42) 


Е 
应 用 式 {3.41)、 式 (3.36) 或 式 (3.37) . 式 (3.24) 即 可 以 求 得 椭圆 轨 道 各 点 的 5 ,9 和 时 间 6, 


去 从 式 (3.41) 中 消去 yy, 代 之 以 8 的 关系 ,还 可 求 得 真 近 角 与 时 间 в, 的 方程 ,为 此 将 
2903.39) 代入 式 (3. 36) ,再 代 人 下 式 


пф = М1 - созу = 4/1 - [e+ С.е соз 6] = 
і + есоѕ д 


1 ._ A 
Тода“ (1 + ecos 9)? ~ [е(1 + ecos 6) + (1 ~ е?)сз Ө)? = 


一 У (1+ ecos 9) — (е + cos 0)? М1 - erain 6 


Я = 2arctan ( | 1-е 9) 
Т+е 2 





再 由 式 (3.37) 求 得 
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把 sin и КЛ (3.41), 4 
і -< Т ЕЕ: а 5) емі ~ esin В (3.43) 





1+ есоз 9 


这 就 是 我 们 和 欲 寻 求 的 关系 式 。 

前 已 证 明 , 峭 贺 罗 道 上 的 空间 飞行 器 速度 服从 扇 而 速度 为 常 值 的 开 普 勒 第 二 定律 ,而 
涪 精 蜀 轨 道 运动 -: 周 的 时 间 , 则 页 由 上 式 求 得 , 亦 可 直 式 (3.25) 积分 求 得 , 即 当 空间 飞行 
器 运行 一 个 局 期 时, 扫 过 的 扇面 积 为 所 道 包含 的 椭圆 面积 ,所 以 有 


把 式 (3.35) 代 人 消去 4, 式 (3,23) 和 式 (3.33) 第 二 式 代 入 消去 ,得 


Ця 
Т = = (3,44) 
я И 


此 式 显然 和 式 (3.29) 是 一 致 的 , 它 又 被 称 为 开 普 勒 第 三 定律 .由 上 式 可 见 空间 飞行 器 在 
梢 圆 轨道 上 运行 的 局 期 只 与 半 长 办 月 关 。 把 式 (3.42) {А 2003.44), 还 有 
Т = 27 (3.45) 
出 上 式 , 易 知 в 9 АН РЕН НРУ, 
ЯТСА г 的 关系 ,可 从 式 (3.39c) 2615, ВШ 


v= ТЕ _ в (3.46) 


在 近地点 和 远地点 ,分 别 有 最 大 速度 wm 和 最 小 速度 wm  — 





21ү 2 
= № ні ro 1) = гр Та + (3.47) 
21). д 27р. 
та -i я ее. (3.48) 
这 几 个 方程 式 , 虽 是 从 能 和 最 方程 式 派 生出 来 的 ,但 
Т 


经 常 合用 ,应 牢记 。 

酉 圆 和 几 般 道上 的 运动 是 周期 和 封闭 的 , 赔 是 
ЖЕ НКР, Ее = 0 的 情况 ,0 < е < 工时 都 是 本 
Я о 








3.2.4 ”抛物线 轨道 
当 e = 1 时 , 式 (3.24) 演化 为 抛物 线 方程 式 
— Р_ 一 一 
"= ] + соз д (3.49) 





如 令 + = m ,由 上 式 可 求 得 9. = 7; 可 见 飞 行 器 是 
平行 于 曲线 的 对 称 线 飞 至 无 穷 远 成 为 抛物 线 的 
(Р 3.10), 


3.10 抛物线 轨 道 
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这 类 轨道 的 速度 表达 式 十 分 简单 , 先 求 上 式 的 时 间 导 数 








р sin 6 
- (1 + соз 0)? 
再 求 速度 平方 
02 = 12 6 202 = ap + 7292 
利用 式 (3.49) , 式 (3.21) #13 (3.23) ,改造 上 式 得 
-| si Пий - 21292 _ 20? 2 28 
{1+ соз 9)? 1 + созе = р рг г 
Вр 


И „(2 (3.50) 


与 式 (3,28) 比较 ,显然 有 :在 相同 和 撩 径 处 , 沿 挑 物 线 飞 行 的 飞行 需 , 速 度 是 贺 软 道 的 y2 1: 
{ 两 者 的 方向 , 除 在 近地点 处 ,是 不 相同 的 )。. 这 是 卫星 脱离 中 心 引 力 体 ( 逃 饮 , 不 返回 》 的 
最 低速 度 , 当 以 地 球 半 径 和 相应 引力 参数 代 人 时 ,所 得 结果 称 为 第 二 宇宙 速度 , НЧА ЗУ 
11.2 Камв, ЖИВ (3.50) 代 人 式 (3.17) , 便 会 恬 现 空间 飞行 器 在 抛物 线 轨道 上 运动 时 总 
能 量 为 零 , 即 
Е, = 0 (3.51) 

这 说 明 在 抛物 线 轨道 上 各 点 的 动能 恰好 与 势能 的 负 值 租 等 。 

抛物 线 运动 的 时 间 方 程 ,可 由 式 (3.21) 求 得 ,把 它 疏 写 为 di = Рабиь, (3.49) (6 
人 该 式 , 并 考虑 到 式 (3.23) , 便 有 


3 
_ dd 
9: = и (1 + сов 9)? 


显然 ,对 于 椭圆 轨道 类 似 的 式 子 很 难 积分 ,而 上 式 却 是 可 能 的 。 如 认为 近 心 点 р 处 时 间 为 


零 , 便 有 
Е 
В 1 
= УЕ > + ват 2) (3,524) 
ЖЗ] р = 27,( 图 3.10), 上 式 还 可 以 写成 
23 
1р ЕС р + за?) (3. 52b) 


飞行 项 从 拓 径 等 于 К 运行 到 г, 处 所 和 需 的 时 间 间 隔 , 可 推导 如 下 ， 先 利 用 三 角 公 式 
(1 + созӣ) = 2cosz = 和 ,由 式 (3. 49) 并 经 变换 求 得 


соз? 2 = Ё. 


2 2г 


ВТЕ (ЗЕ р = 2r ) 
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tan < 
ай 人 


由 式 (3.52b) ,就 可 求 得 
АГ = (г = го) ~ 1, (г = м) = 


Ма.) вз 
还 应 注意 的 是 ， нан тане 攻 行 都 是 不 返回 的 非 周期 运动 ,而 前 者 是 
后 者 的 极限 状态 ,是 e = 1 的 情况 ,而 e > 1 的 无 数 情况 都 是 双 昌 线 ,因此 ,我 们 经 常 遇 到 
的 都 是 后 者 。 
3.2.5 双 曲 线 轨 道 
Че> 1 时 , 式 (3.24) 给 出 一 条 双 曲 钱 轨 道 事 实 上 , 双 曲 线 共 有 两 (图 3.11) ,飞行 器 
只 在 其 中 之 一 运动 ,出 图 3.11 知 
гр = ёа - а = а(е- 1) (3.55) 
ПРА (3.24), 4 0 = 0 时 可 得 








_ в 
(1 +е) 





(3.56) 
比较 上 述 两 式 , 有 
p= а(е? ~ 1) (3,57) 

令 r = е, (3.24) 剖 以 求 得 对 应 的 9。 :也 就 是 飞行 器 沿 双 时 线 飞 至 泡 穷 远 时 的 真 近 
角 , 它 是 

соз Й. = ~ 1 #0. = агссов (- 1) (3.58) 
此 时 矢 径 和 渐 近 线 od РА ВЕ 
近 线 od 和 om НЕВЯНО. (М, 
3. 11)e 换 言 之 ,飞行 器 自 无 穷 远 处 灌 
со 渐 近 线 附近 的 双 曲 线 飞 来 , 转 过 中 心 
星体 后 又 沿 od 渐 近 线 近 旁 的 双 曲 线 飞 
出 ,整个 飞行 过 程 中 ,飞行 器 速度 是 从 与 
ос 渐 近 线 平行 的 方向 转变 为 od 渐 近 线 
的 方向 ,速度 的 转角 就 是 图 中 的 $8, 且 有 








В. = 5+ (3.59) 
#5 {3.58) 即 可 求 得 
sin 2 = (3.60) 
对 于 能 重 方 程式 , 以 类 似 用 于 椭圆 3.11 НЫЕ 
轨道 的 方法 , 据 式 (3.24) 23.55) 和 式 (3,56) ‚п 人 20) 的 表达 式 是 
109 + 1202) - У (3.61а) 
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或 
1 н № 
2” - > = 57 (3.61Ь) 
可 见 总 能 景 是 正 的 。 汇 总 以 上 务 类 轨道 的 总 能 量 , 显 见 圆 和 衫 圆 为 负 ,抛物 线 轨道 为 零 ,而 
双 曲 线 轨道 则 是 正 的 。 


由 式 (3.61b) 还 可 求 得 无 穷 远 处 (r = оо) 对 应 的 飞行 器 速度 是 


гед 
Ро - {3.62} 


如 梁 双 曲线 的 焦点 F{ 中 心 星体 的 质心 ) БОЕ A( 图 3.11) АЕ 
在 双 曲 线 上 运动 时 的 动量 矩 可 以 写成 
А = р. (3.63) 
Я 2003.23) (3.57) 和 式 (3.62) 代入 有 


上 = Ур =V на(е = 1) = = А 











所 以 
А = а/ 2? | (3.64) 
出 式 (3.62) ,有 а = р/в. , 代 人 式 (3.64) , 则 有 
е = 上 十 "> (3.65) 
М0 (3.55) Н a, 代 入 式 (3,62), 还 可 求 得 偏心 率 的 另 一 种 表达 形式 
г. 
е2 142 (3.66) 
由 式 (3.51a) АСЗ. 62) 还 可 求 出 任 -- 点 速度 的 表达 式 
r= yx) (3.67) 
对 于 双 曲 线 轨道 ,其 时 间 方 程式 可 用 类 似 3.2.3 市 中 的 方法 , 先 求 得 
| р 1 
Ҹ р? ас + ссоз оз 9248 
再 求 积分 
в. 0 | | шо р [Меж мена ё 
о (1 + есоѕ 0) 7 е ЦТ + есов 6 ^ И УЕ Мей 





所 以 ,如 以 近 意 点 p ЭНЕ Ц ЗЕ 1 表示 ,由 上 式 可 得 
ты 














в = Гр езіп й 
№ и| 1+ ес 9 — и 
车 把 p = а(её - 1) 代入 上 式 , 便 有 
=. еме? ~ lsin 0 
ъ= н 


e+ - уе Нап 
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= 25. 





рыж АН ВЫ дело вр д 


АВЕ РЧ ОКРБ ВЫ Шата јар кта А 2, ЕАН ВЕК, 
或 者 反 过 来 ,预定 的 轨道 将 要 求 什 么 样 的 人 轨 点 参数 : 矢 径 (人 轨 点 高 度 ) 、 速 度 的 大 小 和 
方向 ,然后 分 析 在 地 面 固定 点 发 射 空间 飞行 器 时 ,发 射 状 况 和 轨道 参数 间 的 关系 。 最 后 研 
完 空 间 飞 行 器 的 星 下 点 轨迹 。 


4.1 轨道 的 建立 


本 节 研 究 运载 器 发 动机 关机 时 ,飞行 器 速度 w ,速度 与 当 
地 水 平 线 夹 角 Bo 和 关 车 矢 径 mm 三 个 参数 (图 4. 1) 与 所 建立 轨 
道 形状 之 言 的 关系 。 

假如 ro 和 分 别 是 所 建立 的 罗 道 在 4 点 的 泉 径 和 真 近 
Я 4.1) 82503.24) 知 ,对 于 圆锥 曲线 , НОЕ о 
和 半 正 交 弦 p ,就 能 惟一 地 确定 飞行 器 轨道 ,- - 般 地 说 ,e,p,a 
中 只 要 给 定 其 中 两 个 ,轨道 就 能 被 确定 .这 里 ,p = ji2zr, 其 中 41 轨道 的 速度 
的 角 动 量 可 由 初始 条 件 Bo、ro .vo 确定 


й = vorosin (о, го) = vorocos Во (4.1) 
车 再 求 得 e ,确定 轨道 形状 的 问题 , 即 得 到 解决 。 不 过 为 了 应 用 上 的 方 使 , 常 将 参数 р 
ПОВЕО АЯНА А 处 的 真 近 角 6o, 应 用 名 和 e 同 样 可 以 确定 轨道 的 形状 。 下 面 就 来 推导 它们 
的 表达 式 。 
令 p = 1/r, 则 由 式 (3,24) ,得 





1+ 9 
Е = lt cen 0) (4.2) 
+ 


速度 vo 在 水 平方 向 的 投影 是 地 ,由 图 4.1 和 式 (3.21) №54. 1) ,还 可 写 出 
осозВо = rogu = 4 (4.3) 
ЗЕЕ ТА АОЛ ВЕ 


dr _ 4 6 drh ат, dp 
dt 40 di 482 2749) = - чөй (4.4) 
由 式 (4.2) жн 代 人 上 式 ,并 参考 图 4.1 的 几何 关系 wsin В = 因此 有 有 
posin Ba = М = Нево (4.5) 


把 式 (4. 1) ЛЕК АЛ (3.24) ,分 别 求 得 


езіп бо = (том) віп Bocos Po 














- 26. за} Кез ЛЕ 








ecos Oo = (поедини) вов 28) — 1 (4.6) 
将 上 两 式 相 除 ,及 将 它们 平方 相 加 ,可 分 别 得 到 
(rové/p )sin Bocos Po 
тап б = бин сов Bo 1 (4.7) 
е? = Глебы) 一 120$? Po + віл2 Bo (4.8) 


由 上 两 式 算出 e 和 如, 联 同 已 给 定 的 го, рН (3.24) 求 得 P ,这 就 解决 了 由 Во. го-го 
定 轨道 形状 的 问题 。 
申 式 43.38c) 和 式 {3.61b) ,还 可 求 得 轨道 的 半 长 轴 





а = ——0— (ЖИ) (4. 9а) 
2 1550 
н 
和 
а = И (НН) (4.9) 
70% 


i 
2404.8) 1, ПЕ Д x 0,e 便 永 不 可 能 为 零 , 换 言 之 6 = 0 是 得 到 圆 轨道 的 必要 条 
Е.М В = 0 е = ОВ, 


这 正 是 式 (3.28) 的 结果 。 若 e = 1( 抛 物 线 轨 道 ) ,由 (4.8) 可 得 


Г: 
во = = 
го 
(3.50) 的 结果 。 

式 (4.7) 和 式 (4.8) 为 超越 方程 式 , 当 要 求 精度 不 高 时 ,可 以 采用 图 解 方法 求解 将 
式 (4.8) 绘 成 的 曲线 如 图 4.2 所 示 , 由 图 4.2, 可 根据 无 因 次 参数 (ropo2vue) В 和 偏心 率 e 












































к в фи 


14.2 гали Бе, 之 间 关 系 


ЕВА А 27 ， 





Ф = РЗ РАТЕ (4.7) 和 式 (4.8) 还 可 给 成 图 4.3 所 示 的 曲线 ,而 
与 双 有 曲线 轨道 对 应 的 曲线 如 图 4.4 所 示 。 它 们 给 出 了 etrovwep/p). 甸 和 记 之 间 的 关系 ,车 
已 知 其 中 两 个 ,可 由 上 图 求 得 另外 两 个 参数 。 但 应 注意 ,有 时 会 出 现 双 值 的 结果 (如 根据 
《rovo /4) Же 80 1 9.) ,此 时 需 根 据 题 意 或 其 他 复 求 选择 其 中 之 一 。 

[#1] 入 轨 点 高 度 М = 222 ки, ЖЕЖ КО НВ = 20Р, 
斌 确定 空间 飞行 器 的 轨道 。 
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图 4.3 ВН, ВЫ плы 之 间 美 系 ,以 e 及 8 为 参 变 数 
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ЖЮ 4.3, № цы = 1.44 № 5 = 20Р, ГЕ е = 0.54 Я 
00 = 60°, АА (4. 9а) 计算 得 = 15 357 К. ЕЖИК 
地 球 的 关系 见 图 4.5。 上 述 和 参数 也 可 用 式 (4.7) Я (4.8) + 
Ж.Ж 2-8, 


4.2 ЖЕ Б Я 06505 8 





ВОВЕ ЛЕНИ, 它们 确定 轨道 平面 在 空间 的 取 
问 , 较 道 在 较 道 平面 中 移 取 向 , 较 道 的 形状 和 空间 飞行 器 在 较 
道 土 的 位 置 . 轨 道 要 素 共 有 六 个 ,好 轨道 倾角 ; . 升 交 点 (或 隆 
变 点 )、 经 度 内. 近 心 点 角 距 о 、 焉 近 角 89、 轨道 半 长 轴 a 和 偏心 率 。。 

首先 说 明 , 空 间 飞 行 器 轨道 平面 必定 通过 中 心 引 力 体 {如 地 球 ) 的 中 心 ,这 是 因为 平 
曾 运 动 中 的 作用 力 一 定 在 该 平面 内 (否则 力 的 非 平面 分 晤 会 把 质点 带 出 运动 平面 ) ,而 两 
体 运 动 中 的 引力 是 通过 中 心 体质 心 的 (忽略 各 种 摄 动 因素 ) 。 

其 次 ,要 明确 地 球 的 经 纬度 关系 。 图 4.6 示 出 了 地 球 及 地 轴 №5, М 为 北极 ,S 为 南极 , 重 
直 于 NS 轴 的 大 潭 是 赤道 ,过 地 轴 的 平面 称 为 子午 面 , 它 与 地 球 表面 的 交 线 是 子午 线 。_ 般 
以 过 英国 伦敦 附近 格林 尼 治 (Greenwich 简写 为 Сг) 天 文 台 的 子午 线 为 经 度 的 计算 零点 ,向 
东 为 东经 ,向 西 为 西 经 ,以 1 ВЕ НБК ры P, 它 的 经 度 可 以 用 过 格林 尼 治 天 文 
ВЖ РАША ЗЕЯ (А 角 ) 表示 。P 点 的 纬度 则 用 子午 面 中 赤道 各 PP 点 对 应 的 中 心 
Ж Ф 的 大 小 来 度量 ,北半球 为 北纬 ,南半球 为 南 纬 。 

图 4.7 中 点 表示 地 心 ,外 面 的 球体 是 以 0 为 球 心 , 半 径 任 意 的 球 ， ЕН 
面相 对 地 球 的 关系 可 由 罗 道 倾角 i 和 升 交点 经 度 0 表示 (图 4.7)。i 是 赤道 平面 与 轨道 平 
面 间 的 交角 ,2 则 是 零 子 午 面 (过 和 格林尼治 天 文 台 ) ЛӘН ИТИ ЗУ ы Н ВР, 
而 升 交点 则 是 空间 飞行 器 自 南半球 至 北半球 时 过 赤道 面 的 点 。 类 似 的 自 北半球 穿 过 赤道 
面 到 南半球 的 点 是 降 交 点 ,而 升 、 降 交点 间 的 连 线 称 为 节 线 , 它 也 是 轨道 乎 面 与 赤道 平面 
的 变 线 。 


图 4.5 Я ЖЕН 





图 4.6 经 纬度 示意 图 4.7 轨道 面 的 方位 
轨道 在 轨道 平面 中 的 取向 由 近 心 点 角 距 о 确定 , 它 是 近 心 点 矢 径 延长 线 与 节 线 间 的 
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夹 角 。 

其 余 三 个 轨道 要 素 前 面 的 章节 已 有 研究 ,不 费 述 ,它们 分 别 确定 空间 飞行 器 在 轨道 上 
的 位 置 (8 角 ) 和 轨道 的 形状 (e Ма). 

六 个 辆 道 要 素 中 的 参数 a、e 可 由 和信 轩 点 参数 o、 训 ,vo 决定 (4.1 节 ), 而 介 ,i 和 和 w 则 取 
决 于 发 射 地 点 的 经 ,纬度 和 发 射 方向 ,下 面 就 研究 后 一 问题 。 

在 图 4.8 中 ,球体 为 天 球 ,c 点 是 飞行 器 人 轨 点 ,该 处 的 速度 为 v0, 轨道 拓 径 是 ro。 作 过 
с 点 子午 线 的 切线 c5 , 它 的 方向 为 南北 。 再 作 过 c 点 天 球 的 切面 , 它 与 赤道 平面 交 于 а 线 。 
qb 为 东西 取向 ,显然 有 аһ | cB 和 a8 .| ОБ. о, ЗЕЛЕ wy 在 子午 面 中 与 Ос 半径 
重合 ,水 平分 量 vn 在 切 平 面 中 ,与 东 向 五 成 v 角 。 车 点 a 取 在 vy 的 延长 线 上 , 则 Оса 平面 
就 是 轨道 平面 , Оа 是 轨道 平面 与 赤道 平面 的 交 线 , 邵 节 线 .轨道 拉 面 与 未 道 的 交点 天 即 为 
升 交 点 , 零 子午线 治 赤 道 至 的 角度 为 和 天 交点 经 度 中 ,Ok 和 Ос 半径 间 的 灾 角 是 近 心 点 角 
В о УДО 2. с05 Я ХС Не 点 的 纬度 pp 和 经 度 4 ,做 cdf 面 ,使 之 重 直 
于 赤道 而 和 Ое 线 。 

ЎЛА = А ~ 0, н 2а0. ае А Ось 可 以 写 出 


АБ 
tan АА = ОЕ 





图 4.8 ”轨道 要 素 间 的 九 柯 关系 
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. гр 
sing = ер 
В.Е 3% = А ря] 1% 
tan ДА = соіузіпф (4.10) 
如 果 取 АА 的 主 值 , 升 交 点 经 度 便 是 (参考 图 4.8) 
о. [2 = АА 向 东北 或 西北 方向 发 射 ,vy > 0 
ЛА -AXA + x 向 东南 或 西南 方向 发 射 ,vy < 0 
舌 说 明 的 是 , 式 (4.10) 中 北半球 gq 为 正 ,南半球 为 负 ;v 角 以 东方 为 基准 ,向 北方 转动 为 
正 , 癌 南 为 负 。 
ВМ А02 сар С ба 4 ЕН 


(4.11) 


ап ф = 20 лап i = 2 вт АА = — 
由 这 三 式 还 可 求 得 

















tan i = апр (4.12) 
віп АА 
利用 式 (4.10) 和 三 角 关 系 , 求 出 
1 1 
in ДА = OO 
М1 + соё ЛА w + tan? xysine Ф 
把 它 代 人 起 (4, 12), 
. Г. 2 ап? и 
tan i = tan р + 087 о (4.13) 


式 (4.11) 和 式 (4.13) 可 用 来 根据 人 轨 点 经 纬度 和 速度 与 东 商 的 夹 角 求 出 软 道 倾角 2 ЖП 
变 点 经 度 0. 

应 注意 式 (4.13) ЧЕЙ ЗЕЕ, ПН Ля Е “处 空间 飞行 器 速度 有 东 向 分 量 , ЛЕХ 
正 号 ;反之 ,有 西向 分 量 时 取 负 值 ,而 不 必 考 虑 p 值 的 正 或 负 。 

由 式 {4.13) 易 知 ,无 论 > 衣 为 何 值 , 因 根 号 下 第 二 项 总 为 正 ,所 以 轨道 倾角 i 绝对 值 
总 起 大于 或 等 于 当地 纬度 gs。 当 y = 0 向 东 ) а НИ) 时 ,i = ФЗ к ~ ФИ); Ч, 


渐 从 等 增 大 到 2 (向 北 ) 或 逐渐 变 小 至 - 于 (向 南 ) 时 轨道 倾角 都 是 从 gp 增 至 (或 从 (x о) 


减 至 )i = ог = 了 称 为 极 孝道 ,而 ; = 0 时 则 称 为 赤道 加 道 。 
最 后 ,还 要 求 出 w 角 ,为 此 由 А Ос. Оса Я А сар ЕН 


sin (w+ 85) = ain 291 ев 4 
по сі = ор 
所 以 有 
sm (w+ = (4.14a) 
SiN i - 
或 





的 = arcsinl мт | – 60 (4. 14b) 
віп І 





由 此 即 牙 求 得 w 角 。 值 得 注意 的 是 , 式 (4. 14а) 给 出 的 只 是 轨道 连 拱 线 ( 近 心 点 和 远 心 
点 连 线 ) 与 节 线 之 间 的 夹 角 ,我 们 还 应 根据 实际 情况 判断 由 式 (4. 14b) 求 得 的 角度 是 近 心 
点 还 是 远 心 点 。 

应 注意 的 是 ,有 时 取 随 地 球 转动 的 .通过 格林 尼 治 天 文 台 的 子午 面 为 升 交点 经 度 0 
的 计算 起 点 ,应 用 起 来 并 不 方便 ,其 数值 将 随地 球 转动 而 改变 ,对 于 研究 相对 其 他 星球 运 
动 等 情况 ,会 造成 麻烦 .这 时 的 计算 起 点 常 取 黄 道 平面 (地 球 绕 术 阳 旋 转 的 轨道 平面 ) 
上 自 太 阳 指 向 春分 点 的 方 启 ,也 就 是 地 球 赤 道 平 面 与 黄道 平面 的 交 线 ,为 区 分 这 两 种 情 
况 , 有 时 又 称 前 者 为 升 交点 赤 经 ,而 后 者 为 升 交点 黄 经 。 


4.3 星 下 点 轨迹 


星 下 点 是 空间 飞行 器 与 地 心 连 线 和 地 而 的 交点 , 星 下 点 轨迹 则 是 当空 间 飞行 器 运动 
时 星 下 点 在 地 画 形 成 的 连续 曲线 。 

假如 地 球 不 做 自转 运动 ,空间 飞行 器 将 一 直 在 相对 地 球 固定 方位 不 变 的 罗 道 平面 中 
运动 , 则 星 下 点 轨迹 就 是 这 个 平面 与 地 球 相 截 的 大 圆 .然而 , 由 于 地 球 不 停 地 自 西 向 东 旋 
管 , 而 空间 飞行 器 的 轨道 又 有 多 种 ,各 点 的 飞行 速度 快慢 不 同 ,所 以 星 下 点 轨迹 呈现 出 繁 
多 的 图 形 。 

如 归 把 图 4.8 中 的 < 点 视 为 飞行 器 在 任意 时 刻 的 位 置 ， 该 图 还 可 以 用 来 计算 星 下 点 轩 
迹 ,这 时 图 中 的 wo、ro 和 5 三 个 人 罗 点 的 参数 ,应 改 为 rr 8 任意 瞬时 参数 ,入 轨 点 的 经 
(А, р) 为 相应 时 刻 星 下 点 的 位 置 。 如 令 地 球 在 此 刻 停止 转动 ,由 式 (4. 14а} 可 得 

Ф = arcsin [sin isin fw + 0)] {4.15) 


解 反 三 角 范 数 是 多 值 的 ,为 了 消除 其 不 确定 性 ,可 取 ; 当 0 < 0+9 < п ,0 < о < 2 





хх < 27, -7 < о < Oo 
ВА А 0 Ас М А ОБ, НЕЕ 


ef . 4 м 
tan(w + Й) = др i = of "ian (АА) = Of 
合并 后 便 有 
tan АА = cos Иав (ш+@) (4. 16а) 
取 віва (sin ДА) = sign [зіп (о + 9)] 的 Ah 为 惟一 值 ,然后 利用 下 式 计算 星 下 点 的 赤 经 
24= +A (4. 16b) 


#3 (4. 15) „2004. 16а) 和 式 (4.16b) ,只 要 知道 了 jw ` 如 ,就 可 根据 空间 飞行 器 的 
真 近 角 6, 求 出 该 瞬时 飞行 器 星 下 点 对 应 的 经 度 4 ЖЕНЕ Фо 
然而 ,i,w 都 是 固定 值 ,而 0 随 痢 地球 的 旋转 而 变化 ,这 是 因为 轨道 平面 在 慑 性 空间 
方位 不 改变 ,而 地 球 却 绕 地 轴 旋 转 的 缘故 。 设 在 某 一 特殊 时 刻 ( 如 入 轨 点 或 菜 计 算 点 ) р" 
Ж], УВЕ 0" ,其 后 任意 瞬间 1, А 5 НЕ ЛУ В 
В = 0" -wh -13) {4.17) 
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其 中 ,w。 ДЕНЕК ВИНЕ ЯН Е Е „ЯН ВЕЕТ УАН #8 ВН, ях 15°, (4. 166) 将 被 收 
ЕЯ 

А = А+П" -w(t -ti) (4.18) 
Нн, о НН (3.37) 和 式 (3.41) 计算 , 即 外 


И 
Ф = аксап, / ва 8) 


Е 
tp 10 — езіп #) 

计算 。 

图 4.9 给 出 了 在 轨道 倾角 60" ,周期 为 3 的 圆 轨 上 运行 的 人 造 卫 星星 下 点 轨迹 .假如 
地 球 不 和 旋转 ,其 星 下 点 胃 迹 如 图 中 的 虚线 所 示 。 事 实 上 ,地 球 每 小 时 自 西向 东 转 过 15°, 当 
卫星 旋转 一 局 回 到 原点 时 ,地球 已 向 东 转 过 45° ,相当 于 卫星 向 西 移动 了 相同 的 距离 ,所 以 
虚线 变 成 了 实 线 1, 以 后 卫星 每 转 一 周 都 向 西 半 移 45°, 如 图 中 2.3.4 等 曲线 ,直至 第 作 周 
之 后 ,地球 整整 转 过 45 x 8 = 360? , 星 下 点 轨迹 又 从 曲线 1 重复 扫描 。 星 下 点 附近 一 定 宽度 
内 的 区 域 都 是 可 观 区 ( 包括 由 星 上 观察 地 面 和 从 地 上 观测 卫星 ), 分 析 可 知 ,南北 半球 星 下 
点 轨迹 可 达到 的 极限 范围 是 纬度 р = i( 本 俩 为 南 .北纬 5)。 由 图 4.9 还 可 以 看 出 ;对 于 
茶点 (如 图 中 的 оу 观看 卫星 ,有 时 是 从 西南 飞 来 (曲线 2) ,有 时 又 是 从 西北 穿越 (曲线 4). 
假如 卫星 和 地 球 的 运转 周期 不 存在 公 因数 , 星 下 点 轨迹 将 永 泵 重复 。 








图 4.9 贺 轨 道 飞行 器 的 星 下 点 罗 道 
4.10 Е ПЕСН : = 63.4 和 ,远地点 高 为 40 000 km ,在 北半球 ,近地点 高 为 
500 Кт, 在 南半球 ,周期 为 12 8 椭圆 较 道 的 例子 。 贺 示 的 星 下 点 轨迹 由 两 段 相同 的 曲线 组 
成 ,是 由 于 地 球 旋 转 一 图, 卫星 恰恰 运动 两 图 的 缘故 。 量 下 点 轨迹 上 的 标点 是 时 间 刻 度 ,每 
两 点 之 间 卫 星 要 运行 -~ 小 时 ,可 见 卫 星 运行 的 绝 大 部 分 时 间 是 停留 在 北半球 。 
ЕН НЕ, 即 轨道 平面 与 赤道 平面 重合 的 赤道 轨道 , 而 卫星 又 自 西向 东 飞 
行 ,周期 为 24 h( 相 当 于 高 度 35 800 km) :其 星 下 点 一 直 处 于 赤道 上 某 处 ,不 随时 间 变 动 , 这 
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图 4.10 ЖЖОТ ЕАН 
техни) 卫星 , 其 用 
途 十 分 广 冰 。 但 如 果 轨 道 价 角 产 生 误差 , 成 
为 某 一 不 为 霍 的 i 角 , 其 他 参数 准确 , 则 星 
于 点 轨迹 变 成 如 图 4.11 所 示 的 了 (图 中 为 
ГНЕ КТ), 


4.4 弹道 式 导 弹 的 射程 


远程 弹道 式 导 弹 , 在 大 气 中 飞行 的 时 疗 
较 少 ,作为 近似 计算 ,可 以 把 空气 的 影响 略 
去 ,这 样 便 可 利用 式 (4.7) 和 式 (4.8) 计算 
它 的 轨道 了 。 根 据 发 射 点 和 预期 的 弹 着 点 ， 图 4.11 ”地 球 同步 卫星 的 星 下 点 轨迹 (真实 ) 
司 刀 做 一 坟 地 心 的 平面 ,并 确定 两 者 之 间 的 中 心 角 $、 精 图 长 加 和 发 射 点 真 近 角 оо. 
图 4.12)。 如 根据 式 (4.7) 和 式 (4.8) 算出 所 需 的 名 #0; 问题 便 得 到 解决 (如 果 需 要 ,还 可 
以 计算 出 偏心 率 。 和 远地点 半径 等 )。 做 法 如 下 :由 于 弹 着 点 与 发 射 点 是 对 称 的 , 故 有 wj2 
= 180” - 00 Ў гап, = - іап(#/2), 由 式 (4.7) 可 得 





л. 二 (Ко 967и) зіп Pocos Bo (4.19) 
2 (Аз vi/ )сов? Во – 1 
式 (4.8) 成 为 
е? = (к ни) 一 12 сов? 8, + віп Bo (4.20) 


给 定 % 和 e 后 即 可 求 得 所 需 的 Bo 和 vo( 或 (Re 10/и)). 
重要 的 是 , 以 一 定 的 速度 w( 或 Ко бр) 使 射程 Ко 或 达到 最 大 值 , 为 此 对 
式 (4.19) 求 fr 的 导数 ,再 令 其 结果 为 零 , 即 可 求 得 


I 
eos Bo = 12 (к. За) (4.21) 
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由 式 (4.19) 算得 的 % ББ МН (Ко ин) 为 参 变量 ) 和 由 式 (4.21) 所 得 的 名 最 佳 值 
曲线 , 见 图 4. 13], 
































| 0.3 
, К 
0 20° 40° 60° 30 
А 
图 4.12 ”导弹 的 弹道 图 4.13 65 #8 


ЇЕ 65 = 180 - #/2 г = Re 代 人 轨道 方程 式 (3.24) ЯК р, Вр 
р = Ко (1 + ecos(180 – $/2)) 
再 用 p 与 a 的 关系 式 (3.33) , 求 得 


Re (4.22) 
此 式 用 来 根据 给 定 的 е Е о, 
自发 射 点 到 弹 着 点 的 时 间 7, 可 以 按 椭圆 运行 .一周 的 时 间 , 减 去 二 倍 近 地 点 p 至 发 射 
点 的 时 间 ( 见 图 4.12) 计算 。 据 此 应 用 式 (3.44) 和 式 (3.43) 得 


з / 2. 
了 = 2,} НЕ - агац, | 1 一 人 tan 9) + V1 esing| (4.23) 


+ е 2 1 + ecos 的 
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轨道 机 动 分 为 :(1) 轨道 过 渡 机 动 , 又 称 变 轨 , 这 是 改变 轨道 参数 以 便 从 初始 办 道 过 
渡 到 中 间 轨 道 或 最 终 胃 道 的 过 程 ; (2) 轨道 校正 机 动 ,又 称 轨道 修正 ,其 目的 是 补偿 轨道 
参数 中 的 误差 或 由 各 类 干扰 因素 引起 的 偏差 , 它 与 轨道 过 渡 的 不 同 点 在 于 它 不 过 渡 到 其 
他 轨道 上 去 ;(3) 接近 机 动 ,这 是 两 个 飞行 器 在 接近 和 对 接 过 程 中 的 轨道 机 动 。 本 章 研究 
第 一 种 机 动 , 即 轨道 过 渡 栅 动 。 


5.1 轨道 过 渡 机 动 的 分 类 


轨道 过 渡 机 动 , 按 新 、 旧 轨 道 面 的 关系 可 分 为 : 同 平面 过渡 和 非 同 面 过 渡 ; 按 罗 道 形 
状 ,又 分 为 圆 . 椭 贺 . 扼 物 线 、 双 曲线 同类 轨道 和 相 异 罗 道 之 间 的 过 渡 ; 按 机 动 所 需 的 动力 
源 分 为 主动 机 动 和 被 动机 动 。 主 动机 动 也 就 是 发 动机 动力 前 机 动 ,根据 发 动机 工作 时 间 的 
长 短 还 可 分 为 脉冲 机 动 和 连续 作用 机 动脉 冲 机 动 就 是 发 动机 短 时 工作 情况 下 的 轨道 机 
动 , 由 于 发 动机 工作 的 时 间 比 轨道 飞行 周期 短 得 多 ,因而 可 以 视 为 是 脉冲 作用 。 连 续 作 用 
机 动 义 称 小 推力 机 动 ,与 前 者 相 比 ,连续 作用 抽动 过 程 中 推力 比 一 般 火 箭 发 动机 小 很 多 ， 
作用 时 间 则 长 很 多 。 例 如 电 火箭 发 动机 ,太阳 毅 等 ,其 推力 只 有 千 分 之 儿 咎 至 数 牛 ,其 工作 
时 间 与 过 渡 时 间 可 长 达 数 年 ,还 有 一 种 有 限 推力 的 连续 机 动 ,所 用 的 火 第 发 动机 , 仍 是 通 
常 的 化 学 火 第 发 动机 ,但 推力 较 小 ,机 动 时 间 较 脉冲 机 动 长 但 远 小 于 电 火 箭 等 的 机 动 时 
间 。 被 动机 动 的 动力 则 是 外 部 的 自然 力 ,如 空气 动力 和 星体 引力 等 。 

本 重 主 要 研究 主动 机 动 中 的 脉冲 机 动 ,因为 它 的 应 用 最 为 广泛 ,对 其 他 机 动 则 只 做 -- 
般 介绍 。 

脉 串 机 动 ,可 根据 脉冲 的 数量 划分 为 单 脉 溃 机 动 及 多 脉冲 机 动 。 





5.2 单 脉冲 机 动 ( 同 平面 相交 轨道 间 的 过 渡 ) 


5.2.1 ”改变 轨道 形状 和 霸道 平面 的 单 脉 冲 方法 

当 推力 作用 时 间 与 机 动 过 程 相 比 其 小 时 ,可 视 作 用 力 为 脉冲 力 ,力作 用 期 间 飞行 器 至 
中 心 星体 的 距离 " 不 变 。 通 常 可 把 加 和 抛物 线 看 成 椭 贺 和 双 曲 线 的 极限 情况 „НЕТА 
Е Ерге ЕЕ ЧУЕ Ч ТУИ 改变 轨道 上 运 
动 的 飞行 器 速度 (方向 或 大 小 ) ,使 空间 飞行 器 轨道 变更 为 另 …… 条 新 轨道 或 修改 原 轨 道 的 
参数 的 过 程 。 我 们 首先 研究 新 旧 轨 道 在 问 一 平面 的 情况 。 在 4.1 节 中 ， 曾 给 出 当空 间 某 点 
的 失 径 mmo、 速度 vo 和 其 方向 В, 给 定时 ,轨道 参数 的 计算 方法 ,然而 ,该 节 的 公式 也 适用 于 
窟 向 任意 点 ,可 用 来 进行 轨道 栅 动 的 计算 ,在 4.1 中 ,我 们 曾 根据 无 ИКА лод 和 局 
计算 轨道 的 偏心 率 。 和 真 近 朋 bo 的 公式 式 (4.7) 和 式 (4.8》 , 赂 去 下 标 , 则 有 
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пп = (п/р )соз?В ~ 1 
е? = (трин – Т) соз? + виз В (5.2) 
这 是 已 知 六 58 计算 空间 飞行 器 轨道 的 表达 式 , 也 可 用 来 计算 新 的 轨道 , 即 机 动 后 的 新 


9 值 和 e 值 .如 果 机 动 后 的 轨道 角 不 变 (轨道 长 轴 方 向 不 变 ) ,还 可 以 由 式 (5.1) 计算 8 与 
и 的 关系 


гр? 1 
一 一 一 - 5. 3 
и соз? 8 — віп соз соі (5.3) 


这 正 是 图 4.3 和 图 4.4 中 的 0 等 值 线 。 若 希望 机 动 之 后 的 罗 道 保持 偏心 率 е 不 变 , 则 可 从 


式 45.2) 寻求 8 与 v 的 关系 
т ней) (5.4) 


它 是 图 4.3 和 图 4.4 中 的 е ЗН, АП, ОЕ АЕ 

应 说 明 的 是 上 述 四 方程 对 于 各 类 圆锥 曲线 轨道 都 是 适用 的 , 当 求 得 8 和 。 之 后 ,再 加 
上 原 有 已 知 量 ,可 完全 决定 轨道 的 各 个 参数 。 为 了 今后 应 用 方便 ,下 面 给 出 求 导 长 卑 轴 а 
的 方程 ,由 式 (3.38c) 和 式 (3.61b) 可 求 得 








а 


1 
т 2 (пм) 





СН (5.5) 


а 1 


г = (рр 2 ХВЕ ЈЕ (5.6) 

[011] тяжи 参数 如 下 :el 0.39, г 8 600 кп 25 8 = 81.2.5 9 
闻 飞 行医 运行 到 有 120” 时 ,使 拱 点 线 在 同 平面 内 沿 飞 行 器 运动 方向 旋转 20P е 变 为 
0.6, 斌 水 所 需 的 速度 增 量 和 族 转 后 轨道 的 形状 区 参数 。 








图 5.1 ЕВЕ 
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[#] ЖЖ, = 81.2,r = 8 600 коф е = 0.39 代 入 
р = г(1 + есоз 0) = 9113.1 (km) 

求 得 p 值 , 所 以 在 | = а, = 120° В, 28645 





1 = -一 全 = И 322 (ка) 
1 + есоѕ0; 


МА 4.3 #0 Я) 2.15.1), 5. (5.2), ЖЕ 0, = 120 Же = 0.39, Я р = 21.3 和 
ғур = 0.95, 因此 在 已 点 的 速度 是 





1 -Joost = 5.78 (knv’s) 
ГІ 


据 题 意 ,机 动 之 后 ,新 坑道 的 长 轴 顺 卫星 运动 方向 转 过 20, в 此 对 新 轨道 ,卫星 在 机 
ОВАЗ 0, = 日 -20 = ЛЮ. Жи 9. Ре. = 0.6, 4.3 А, 
УЖ. (5.1) 和 式 ($5.2) 计算 ,得 


2 
т = 1.286, 1, = 33.2 


因此 求 得 


v2 = | 1.286 = 6.73 Маз 
г! 
ИЕР К, (5.5) НАЯ 
2 = 14 
速度 增 量 可 从 图 5.1 求 得 


Ар = уо + 02 21 зов (fa - 81) = 1.55 Киз 

Ар 的 方向 由 余弦 定理 
ті + Ду? – 02 
2 Ав 
ЖА а = У.Т. ИНЫЕ В 5.1, 

当 新 旧 两 轨道 在 不 同 平面 时 ,应 该 同时 完成 轨 
齐 平 面 和 轨道 形状 的 改变 , 所 需要 的 速度 增 量 ( 消 
耗 的 能 量 ) 才 是 最 少 的 。 因 此 下 面 单独 分 析 以 单个 
脉冲 改变 轨道 平面 的 方法 。 如 两 轨道 不 共 面 , 则 这 
两 平面 必 有 一 交 线 (图 S.2)》 ,而 用 单个 脉冲 从 旧 平 
面向 新 平面 过 演 ,只 能 在 上 述 两 平面 交 线 上 的 两 点 
(图 中 的 (a) 或 (b)) 完成 。 设 取 其 中 的 а 点 。 前 已 约 
定 新 . 旧 两 轨道 形状 不 变 , 故 新 轨道 该 点 的 速度 m 
和 胆略 道 同 一 点 的 速度 y 数 秆 应 该 相等 ,那么 由 vw 图 5.2 轨道 面 的 过 滤 
改 挛 成 为 v2 ,所 需 的 速度 增 量 应 是 


cos {х -- а) = 





(В) 


Ду = р – ру 
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即 
Ау = 2visin 2 = 2oicospsin 和 (5.7) 
a = 9+0 (5.8) 


其 中 ,8 是 两 速度 癌 夹 角 , 它 与 两 轨道 平面 间 的 夹 角 Ai 之 间 ЭЕ В 5. = coagsin 8. 
由 式 (5.7) 易 知 ,为 节省 能 量 , 应 尽量 选择 水 平 速度 meos8 小 的 点 做 改变 轨道 平面 的 机 
动 , 即 在 a 和 两 可 能 的 过 渡 点 中 ,选择 飞行 器 与 中 心 星体 距离 远 的 点 。 
5.2.2 单 脉 冲 机 动 的 能 量 消 耗 

首先 以 齐 奥 尔 科 夫 斯 基 公 式 ( 见 附录 2) 给 出 速度 增 量 At 与 消耗 的 燃料 质量 Am 问 的 
关系 





或 
Ат = туб 1 – е2) (5.9) 

式 (5.9) 表明 ,速度 增 量 Ло 和 消耗 的 燃料 质量 Am 成 比例 ,为 了 减 小 消耗 的 燃料 (也 减少 
了 运载 飞行 颖 的 载荷 }, 应 选取 尽 可 能 小 的 机 动 速度 增 量 Av ,和 尽量 大 的 燃料 喷 出 速度 ис 

当 轨 道 平 而 不 改变 ,只 改变 轨道 形状 时 ,速度 增 基 As 也 在 同一 平面 之 中 , 它 又 可 分 解 
为 油 轴 道 切 线 和 法 线 钠 个 方向 的 分 量 , 热 而 使 轨道 平面 改变 的 速度 增 量 应 是 垂 吉 于 轨道 
平面 的 分 量 。 

先 来 分 析 速 度 增 量 对 罗 道 形状 的 影响 ,为 此 对 式 (5. 1) 两 边 取 微 分 ,考虑 到 同一 位 置 
r 不 变 , 得 


99 = – 








3110603860820 ты? 
зере? п) ал 
(Coosp 一 1) 
利用 式 (5.1) 和 式 (4.6) 第 一 和 第 二 式 ,将 上 式 改造 为 
вый 
- 212 ё б „(922 , 207 Е сав) (5.10) 
ЕАМ dv 前 的 系数 是 8 为 常 值 时 的 速度 变化 ,表示 速度 切线 方向 的 速度 增 量 ;48 项 前 
的 系数 是 速度 为 常 值 时 的 8 角 变化 ,因此 гар 可 视 为 法 向 速度 分 量 。 先 分 析 切 商 分 量 的 影 
响 , 为 此 从 式 (3.38c)、 式 (3.61b) 中 求 得 。, 代 人 式 (5.10) 第 一 项 ,有 
2sin _ | 


d= 5.1] 
2(1 ес 0) 1 ( 
р + 





18 = 


ечы 
! а 


负 号 用 于 糖 阅 , 正 号 双 曲 线 轨道 ,上 式 中 的 变量 只 有 w 和 9, 易 知 ,在 9 ~ 0 和 Fr 两 点 施加 切 
向 速度 增 最 时 ,轨道 的 长 轴 不 旋转 (sing = 0 之 故 )。 而 对 其 右 侧 分 式 取 对 8 的 导数 ,并 令 其 
为 零 ,还 可 得 该 分 式 的 最 大 值 , 所 对 应 的 
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созд =-е С АН ) (5. 12а) 
cos 0 = - (НИНЕ) (5.12) 


这 表明 当 满 足 式 (5.12a) 或 式 (5.12b) 时 ,相同 的 切 向 速度 增 景 会 造成 最 大 的 半 长 轴 的 第 
度 旋转 .这 样 的 点 显然 有 两 个 ,对 于 梢 圆 它们 位 于 短 半 轴 上 ,但 对 于 双 曲 线 ,它们 位 于 无 穷 
远 4 岂 式 43.58))。 

由 式 (3.38c) 和 式 (3.61a) 还 可 以 求 得 速 虚 的 变化 和 半 长 轴 变 化 量 的 关系 ( 衫 圆 轨道 
ЯПЕ-= , 双 曲 线 用 负 号 ) 


Jay 





da == Р dy (5.13) 
速 关 在 切 向 变化 引起 的 偏心 率 改变 ,可 推导 如 F。 对 于 椭圆 加 道 
2.2 2 
ре Trp) (5.14) 
А н 
当 速 度 只 有 切 向 变化 时 ,8 不 变 ,由 上 面 最 后 式 求 导 得 


27? усов? 8 
а 


-dy = (1- е?)да - 2аеде 
把 式 (5.13) 代 人 消去 da ,并 以 式 (5. 14) 改造 后 ,可 求 得 
Чет) (5.15) 


н ар 
НА, (5. 13) 和 式 (5.15) 显然 可 知 ,对 于 椭圆 轨道 ,在 速度 最 大 点 ( 近 心 点 ) 施 如 切身 速度 
增 量 , 半 长 轴 和 偏心 率 的 变化 量 最 天。 
对 于 双 曲 线 轨 道 , 由 式 (3.23) . 式 (4.11 和 式 {3.57), 上 应 用 和 酉 泗 罗 道 相同 的 方法 ,可 
以 导出 


Че = 2 (2 + 2) (5,16) 


Ни, (оли) + (lm) 的 值 在 = 和 全 处 , 即 在 无 穷 远 点 ( 见 式 (3.62))) 有 极 大 值 .再 考 贿 


到 式 (5. 13) , 易 知 对 于 双 曲 线 轨道 ,也 是 在 近 心 点 施加 切身 速度 增 量 , 半 长 办 的 改变 量 最 
大 ,而 切 向 速度 增 量 使 偏心 率 的 变 景 最 大 的 点 ,是 在 无 穷 近 处 。 

以 上 研究 了 切 向 速度 增 晤 对 改变 轨道 形状 各 参数 的 影响 , 至 于 法 ЕЛЕНЫ, Ва 
РАЗБИВ АНЕ ЗЕ К НЕХ (5 10) 可 以 看 出 : 它 的 影响 比 切 向 速度 增 
量 小 很 多 ,一 - 般 说 , 它 的 作用 比 切 向 速度 增 量 大 约 要 小 -一半 ， 因此 上 面 从 单纯 切 向 速度 增 
车 得 出 的 改变 轨道 形状 最 佳 位 置 的 结论 ,只 要 法 向 速度 增 量 不 过 大 也 是 近似 正确 的 。 

与 鸭 道 平面 相 垂 直 的 速度 增 量 ,主要 用 于 改变 轨道 平面 的 方向 。 ДИАНЕ УВ, 
那么 施加 速度 增 量 的 位 置 只 有 升 交 点 和 隆 交 点 两 个 (图 4.7) ,其 中 ,飞行 器 轨道 速度 低 的 
点 为 最 佳 点 。 如 向 改变 升 交点 经 度 昌 , 施 加 速度 的 点 也 只 有 两 个 ,它们 分 别 在 + 8 = ФФ 
和 230 处 (图 4.7), 仍 以 飞行 器 轨道 速度 低 的 点 为 最 佳 。 

上 述 讨论 针对 仅仅 改变 某 一 参数 ,如 单一 的 а е 或 g 等 ,但 实际 应 用 中 常 要 求 同 时 改 
空 数 个 参数 ,使 施加 速度 增 量 的 点 和 方向 无 优化 余地 ,就 只 好 放弃 最 佳 选择 了 。 
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5.3 同 平面 不 相交 轨道 过 渡 


办 曙 过 渡 在 同一 轨道 平面 中 ,两 不 相交 轨道 之 间 的 
过 溢 ,以 本 圆 轨 道 最 为 简单 。 最 初 给 出 这 种 过 渡 的 能 量 
最 住 方案 者 是 霍 曼 (Hohmann) , 8 ХЕ ГЕ Е 
上 了 当 产 与 记 相 差 不 术 大 时 ,两 圆 辑 道 之 间 能 量 最 省 的 
УСН АНТИ РУНА СР 5.3)。 设 空间 飞行 
器 在 半径 为 г, 的 圆 轨道 上 运动 ,希望 它 移 到 同 半 面 . 半 
径 为 1 的 圆 轨 道上 来 ,图 示 的 椭圆 就 是 能 车 最 省 的 霍 上 党 
过 渡 轨 道 。 显 然 该 梢 圆 的 信心 率 是 ( 见 式 (3.34)) 
(ит,) -1 (5.17) 5.3 Же 








= (талт) +1 
近地点 处 应 有 的 速度 ,已 由 式 13.47) 给 出 ,是 
ЕТ 
0р - |н 1+ (лиг) (5.18) 
而 空 何 飞 行 露 在 半径 为 5 圆 轨道 上 运行 时 ,速度 是 


в 
Тр 


两 者 之 差 ,就 是 我 们 在 р 点 应 施加 的 切 向 速度 增 量 











ОЛИ 21,7 т 
Ат = op- \ Гр | (ли) — ) (5.20) 
ЕВА а А А Е СОНЕТ ОН a 时 的 速度 为 { 见 式 (3.48)) 
И 
Ра = 4 г, 1+ (лат) (5.21) 


而 在 大 图 轨道 上 运行 所 需 的 轨道 速度 是 о, = ДЕ вает 


Ав = “ul (5.22) 


即 为 a 点 所 需 切 疝 速 度 增 量 。 整 个 过 渡 的 总 速度 增 量 是 





fel 27 г г 
Азт = Ам + Ат = | 一 一 一 一 二 2 
т 1 + До ү, и) 2.1] (5.23) 
ТЕЬ, ВАЖНА М г, КУА ЗОН ГБ ГЕЯ НН МЕНЕ ВЕНЕ В. 
Да, = (2 D (5.24) 


如 果 令 式 (5.24)] 和 式 (5.23) 相等 ,将 可 求 得 
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这 就 说 明 ,两 圆 思 道 的 举 径 比 为 3.4 倍 时 ,其 堆 曼 
过 湾 所 需 的 能 量 与 从 小 圆 轨道 土 逃 殉 的 能 量 相 
等 。 

”至 于 稚 曼 过 渡 为 何 是 能 量 最 小 的 , 可 证 明 如 
下 ,图 5.4 是 区 别 于 惟 曼 轩 道 的 一 种 过 渡 , 先 设 椭 
圆 在 о 点 和 大 圆 轨道 相 切 ( 和 网 5.3 一 样 ), 而 在 
三 加 和 小 加 轨道 的 交点 о АКВ ЕЛ, ,不 与 
小 圆 相 切 。 如 果 w 和 ws 分 别 是 过 湾 桶 加 上 厂 点 速 
РЕ оь 的 径 向 和 横向 分 量 ,w ДЕБ ОРОВ О Ў, 
Ат 可 由 疼 示 几何 关系 得 

上 DT = р? + (vy 一 


Ж, о = Ик,» 0 = 4 VT ,因此 


-一 2 
Аер? = (5-8) (5.25) 
гЬ г 








ит 2 А но № и 
一 一 dr + _ 一 一 二 一 一 - 
2 г гр 2г2 га (5.26) 
由 式 (5.26) 
hi _ 2 |2 Ta гр 引 
= г? _ г: {+ Far 一 1, (5.27) 


Кл? = о, АЕ 


将 式 (5.27) 代入 式 (5.25) 


一 一 一 -一 一 2 
*2 2 Та Га Т, [ 
Арг? = Р. + | | 2 г 2 一 v2 一 и (5.28) 
№ Га = Рр агр р 


式 (5.28) 对 и, 求 导 得 











/4 г. 
2 2 
а Татр (5.29) 





Ару 2) ЧА 一 ) 
令 а > 一 0, 当 Dr = Der Е, ЯН м = 0 满足 条 件 。 FE > 0, До"? 为 极 小 值 。 
+ =0 


‚ = 


(Дет?) „м = Ме туч А] (5.30) 











Важ ЗЕЯ | `` 


(Дуг?) „„ 与 式 (5.20) 的 结果 相同 ,表明 оь 与 mw 同 向 , 点 为 与 小 圆 的 切 点 。 

相同 的 方法 ,还 可 证 明 , 燃 圆 在 远 心 点 和 大 圆 轨道 相 切 时 ,所 需要 的 变 轨 速 度 增 量 为 
最 小 ,这 就 让 明了 答 曼 过 渡 是 能 其 最 省 的 ,不 过 它 是 限定 自 小 圆 向 大 圆 轨 道 过 渡 时 ,只 用 
两 个 速度 脉 流 时 获得 的 ,如 允许 采用 三 个 脉冲 速度 ,结论 将 有 改变 。 

首先 ,分 析 霍 曼 过 渡 所 需 能 量 与 两 部 轨道 半径 比 7 = mx 六 的 关系 。 为 此 ,以 





9 = У тр 
除 式 (5.23) РМ ,得 
一 Аг 2 1 ] 
Арт = а ута) ! (5.31) 
ET (5.32) 


由 此 求 得 7 = 15,58, 经 计算 而 
它 所 对 应 的 Ав, 为 极 大 ,其 值 为 
(Лот) = 0.536( 图 5.5). #7 
看 .这 一 结论 难于 理解 : 为 什么 
当 F > 15.58 之 后 ,两 图 轨道 间 
过 渡 所 需 能 量 会 随 着 轨道 半径 
比 的 增加 而 减少 ? 如 果 进 一 步 
分 析 Аа = АИ 和 Ат. = 
Дозе, ;就 不 难 明 白 , 由 图 5.5 
ЕН, А 是 单调 地 随 Е 
Я, ЕЯ 70.414, 换 言 
21, У Нк ЛЕ 
Е ЈА АВЕ ЕА А, ВП У] 
ЖА, 其 速度 增 量 也 只 为 w, 的 0.414 倍 。 然 而 ， 
Av2 却 在 了 = 5.88 ДЕЕ ИЯ (Аъ), = 0.190 然 
后 逐渐 减 小 。 换言之 , ДА АТО Е ЗАТ ЈА 
速度 脉冲 , 当 超 过 5,88 之 后 是 减 小 的 。 

还 可 以 证 明 , 当 两 上 轿 道 半径 之 比 ./г, > 15.58 
后 , 黄 同 平面 圆 轨道 间 能 量 最 省 的 过 渡 是 三 脉冲 的 
《如 图 5.6), 图 示 以 Av1、Avs ТА, 三 速度 脉冲 的 过 
渡 , 其 间 增 加 了 一 个 还 心 点 为 л, 的 中 间 罗 道 且 有 7 
> г: 2 лл <j1l. 邓 时 ,二 脉冲 的 标准 堆 曼 过 
渡 为 最 省 ; 至 于 11.94 < п/р, < 15.58 时 ,轨道 过 
渡 依 情况 或 以 二 脉冲 ,或 以 三 脉冲 为 能 最 最 省 。 

上 述 结论 ,在 图 $.7 中 以 区 域 划分 来 表示 ,在 区 
域 了 中 以 三 脉冲 过 渡 为 最 佳 ,而 除 工 之 外 的 [ 区 图 5.6 三 脉冲 过 流 

















图 5.5 二 租 冲 过 渡 的 能 量 
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域 都 是 二 脉冲 过 渡 的 最 优 范围 。 由 图 可 见 ,r = т, КОГ П 区 域 , 即 对 于 中 间 半 径 x 
小 于 г, 的 情况 ,无论 г, 为 何 值 ,三 脉冲 过 渡 均 不 如 二 脉冲 好 。 图 5.7 中 表示 了 当 mym < 
11.94 时 ,二 脉冲 过 渡 能 量 最 节省 ;图 5.7 中 表示 了 当 r。/r。> 15.58 时 ,只 有 rm > г, ЖЖ 
三 脉冲 过 滤 占 优势 的 情况 ;而 在 11.94 < гит, < 15.58 区 间 以 曲线 C 划分 二 脉冲 和 三 肪 
冲 的 最 佳 范围 ,曲线 С 是 一 条 超越 函数 曲线 ,其 上 某 些 点 的 г.г, 和 rz 关系 如 表 5. 1。 


Ею 


С 


- -一 


| 

| 

| 

| 

Н 

| 

| se 
|- 

| 
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10 11.94 15.58 100 








85.7 最 优 区 域 划分 
5.1 СВАИ 











同 平 面 两 圆 轨道 之 问 的 过 小 ,也 可 从 大 图 向 小 圆 进 行 ,这 时 能 量 最 省 的 方法 仍然 如 
上 ,只 是 所 施加 的 速度 增 量 与 上 述 的 方向 相反 。 

ГА ВДТ 938 22. Гара ЕРА 5.8 有 桶 图 1 和 2 
我 们 的 任务 是 使 空间 飞行 器 从 轨道 1 转移 到 2 |, 
5.2.2 节 曾 证 明 单 脉冲 机 动 变 轨 时 ,在 近 心 点 施加 
速度 脉冲 , 对 改变 轨道 的 长 半 轴 和 依 心 率 ,其 能 量 
最 省 ,对 于 本 情况 也 是 从 内 部 轨道 的 近 心 点 开始 吉 
第 一 个 切 向 速度 增 量 Am , 沿 切 于 1 和 2 两 梢 圆 的 过 
滤 椭 圆 轨道 至 外 部 柱 圆 的 远 心 点 ,再 加 第 二 个 切 向 
ЕВЕР Льо ,是 能 量 最 省 的 过 渡 。 应 用 和 前 面相 同 
的 原理 ,可 以 计算 椭圆 1 和 过 渡 椭 圆 近 心 点 的 速度 
分 别 是 ( 见 式 (5.18)) 











图 5.8 同 轴 同 向 椭圆 间 的 过 渡 


一 一 
vp - [= м. (5. 33а) 


Гор + ГРІ 





жүт ЈНИ) "4. 


» = [2.270 (5.33b) 
р грі To2 + Tpl 


ПАВ 2 和 过 渡 轨 道 远 心 点 的 速度 分 别 是 (网 式 (5.21)) 





#2 = жж. (5. З4а) 
Ta2 Гар + Гр 
и 2r,1 
= | 一， 一 一 一 一 (5. 34Ъ) 
Газ Га? + Тр] 
ЭТЕ р Аа БАЖ ВЛ. 
Ату = { 一 $, А0) = #4) ~ 0, 
所 需 的 总 速度 增 量 是 
Аут = Атр + А {5.35) 


5.4 ЗЕ ЖТЕЖ ТВ 5 


一 般 , 连 续 作 用 的 推力 装置 推力 都 很 小 ,它们 在 千 分 之 几 和 牛 至 数 牛 之 间 。 在 这 样 小 推 
力 的 作用 下 进行 轨道 机 动 , 所 需 时 间 极 长 ,因此 进行 优化 是 十 分 必要 的 。 本 节 先 给 出 优化 
的 一 般 理论 , 设 飞行 过程 以 状态 方程 式 描述 
Х = ЯХ), и), Хо) ВЯ, 501; (5.36) 
其 中 ,X(1) Є К", и (к) Е А 分 别 是 n 和 m 维 的 状态 变量 和 控制 矢量 ,如 果 要 求 在 
i = 终点 时 刻 ,状态 变量 ХО) 满足 9 维 的 约束 条 件 


ХО, в] = 0 (5.37) 
ЭНЕН ВОЕН = и 
1 = ФИ Х(1), и] (5.38) 
达到 极 值 ( 极 大 或 极 小 )。 
为 导出 优化 的 条 件 , 先 把 目标 函数 式 (5.38) 改写 成 
J = Ф( Хи] + УТС) + АТР Ха (5.39) 


外 于 增添 的 均 为 零 值 ,目标 函数 并 未 改变 。 其 中 = y(2) € RYi,4 = A(4) € ко? 9 
是 约束 条 件 式 (5.37) 及 状态 方程 式 (5.36) 的 待定 因子 。 经 推导 ,J 有 极 值 的 必要 条 件 是 





。 Ә Т 
А = 一 (22) А А040) = 0, (Е = 1,2,0, п) (5.40) 
ә т 
өг. за 
АЦ) = (22 + S| | (5.42) 


再 计 人 式 (5.36) #15 (5.37) ,最 优化 的 问题 便 可 求解 了 。 其 中 式 (5. 36) 和 式 (5.40) Ж 2n 
个 微分 方程 式 , 式 (5.42) 和 Ато) СЕЈ Хто) 给 定 值 ) 是 解 这 2а 个 方程 的 边界 条 件 ， 
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5005.41) 则 用 以 求 得 т 维 控制 (1)。 

用 上 还 原理 推导 同 平面 两 圆 轨道 问 的 过 湾 о 
(45.9) 5 81 РЕЯ. = — КЕК ОЯ г(0) | 
过 渡 到 r(z0) ЛЕН НЕ РН $, 
ЕЕ КЕ r(1) 方向 及 垂直 方向 的 速度 分 量 分 
ЗИ о, 和 ws, 如 果 空 间 飞 行医 的 性 时 质量 为 ть), 
燃料 耗 量 为 记 = const, 则 空间 飞行 器 的 运动 方程 
式 , 可 参考 式 {3.16) 写成 


г = Р/т( а) 一 ті) (а) 


其 中 ,推力 已 可 分 解 为 59 Зелин 

Р = Psin 9го + Рсоѕ $ ду (Cb) 
гоо, ЕЕ 方向 和 与 其 垂直 在 运动 平面 内 指向 前 方 (横向 ) 单位 矢量 。 若 再 添加 
与 轨道 平面 垂直 的 单位 矢量 ,它们 将 构成 ~ 活动 正 交 坐 标 系 的 三 个 基 矢 ,该 活动 坐标 系 轿 
联 在 空间 飞行 器 矢 径 上 , 随 其 运动 .在 此 活动 坐标 系 内 , 矢 径 + 和 速度 ， 的 分 量 形式 是 





pA 





rT = TF = vrot+ 2. дө (е) 
利用 附录 5 中 单位 矢量 在 活动 坐标 系 内 求 导 的 原理 ,可 求 得 加 速度 
rz = Р vrrot 0000 + 0,0 х го + оо х 0 


这 里 = око ө = 了 ko, 代 人 上 式 ,并 考虑 到 单位 矢量 的 叉 乘法 则 ,有 


һа № 2 
7 = {0 ro (0+ 26 (а) 
把 式 ({b) (с) 第 一 式 和 (d) 代 人 (fa ,可 求 得 飞行 器 器 运动 状态 方程 式 
= со (5.43а) 
in 
х2 = 0 = 7 Е + абло) Ст (5.43b) 
х3 = vg =- 010 + — Psing _ (5.43е) | 


г тю) - ті 


显然 ,rw 和 az 分 别 是 状态 变量 x x， 和 x;, 其 初始 条 件 是 


r(to} = г(0) ($.44a) 
(0) = 0 (5.445) 
(10) = (56, (5. 446) 
而 上 = 去 时 的 约 东 是 
Ч = wi) = 0 (5.45а) 
Ч = вк) 一 = 0 (5.45Ь) 


лау = 
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如 此 ,我们 和 希望 在 规定 时 间 (6 - to) 之 内 ,将 空间 飞行 器 运送 到 尽 可 能 远 的 图 形 轨 道 ! 半 
径 为 r(10)) 去 ,目标 函数 可 取 为 
Ј = rt (5.46) 
因 т 为 常 值 , 故 P 为 常 值 , 则 控制 变量 便 愉 有 $$ = 900) 了 
应 用 式 (5.40). 式 (5.41) 和 式 (5.42) ,得 


1，= - х ( - 9 +26 





г ғ г 
А, = 一 А, + А, Б 
(5.47) 
д есд 284 А, 2 
В р ер 
(А, совЯ — А, вт) 7 Р 0 
' И т(15).- mt 
后 式 还 可 写成 
А, 
іапё = т" (5.48) 
Е) 
由 式 (5. 和) 还 可 求 得 
a 
А.) = 1 5.49 
(ir) + из 21-6) 372 ( а} 
А, Сер) = VI (5. 49) 
А (16) = v2 | (5. 49) 


六 个 微分 方程 式 (5.43) 和 式 {5.47) 的 
解 , 稍 借 助 式 (5.44) 种 式 (5,49) 六 个 
边界 条 件 。. 前 三 个 是 初 值 条 件 , 而 后 三 
个 是 终 值 条 件 , 故 是 两 点 边 值 问题 ,所 决 
定 的 解 还 应 满足 式 (5.45a) 和 式 (5.45b)， 
其 控制 变量 得 由 式 (5.48) 求 出 。 对 于 








РИт( to) mv иг) ; оки 
оу = 91405, ПУ = 
t р 
0.533, 23.39 的 情况 ,Kopp 15.10 БЛ АВЕ 
V (0) и 


和 Мос МТ ГУЯ, АПР ТКЕН Е ОН, ЕР = 3.782 № = 
0. 85 1) ‚ЯЕННЯЕ т = 5.851 kg/d( = 12.9 lbxd) , 则 飞行 日 期 为 193 qd, 其 推力 矢量 方 间 
的 变化 ,如 图 5. 10 所 示 , 即 在 前 半 程 作 加 速 运动 ,后 半 程 为 减速 值得 指出 的 是 ,如 用 4:4 
过 渡 , 自 地 球 飞行 火星 , 需 时 258.9 以 见 表 6.1), 比 连续 推力 情况 还 长 些 。 
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5.5 空间 飞行 器 的 拦截 


两 相同 或 不 同 轨道 上 的 飞行 器 ,如 欲 使 它们 在 基 指 定点 相 会 在 一 起 (速度 不 要 求 相 
同 ) ,就 是 拦截 的 问题 ， 
5.51 圆 形 轨道 上 的 拦截 

Нм КН ГЕЯ 
《图 5.11) ,前 面 的 飞行 器 在 下 点 , 称 为 目标 飞行 器 
或 BB 飞 行 器 ,后 面 的 在 А 点 , 称 追 踪 飞 行 器 ,又 称 4 
тав, 两 者 之 问 相对 于 圆 轨 道 的 中 心 有 一 角 距 
Фан ПЕ «ДУ АЛЕС ОВ Е КТВ, АМАН 
么 轩 道 飞行 便 是 本 节 要 研究 的 问题 。 

问题 的 解法 如 下 ,由 于 是 在 属 轨 道上 运动 ,各 点 
的 飞行 速度 均等 ,因此 目标 飞行 器 自 ВКС 
的 时 间 可 由 式 (3.29) 算得 为 





Fr gc 


3 

ик = слу 2, (5.50) 95.1 МЯСЕ 
ВА, АВВ КИЕ РЕА 4 运动 到 与 点 ,两 者 才能 在 С 点 相 会 ,然而 4 
至 С 的 距离 却 远 于 忆 至 C ,追踪 飞行 器 必须 以 非 圆 轨道 飞行 才能 按时 达到 , 那 就 是 燃 闸 、 
双 曲 线 或 抛物 线 轨道 之 一 。 无 论 是 沿 何 种 轨道 追踪 ,有 -… 点 是 必然 的 , 即 作 角 的 平分 线 
ОР, ЕВУ ОН НАА Р 一 定 是 近 心 点 ,这 是 因为 04 = ОС 的 缘故 ,而 且 近 心 点 附 
近 速 度 较 大 ,利于 追赶 其 他 飞行 器 。 由 此 可 知 ,从 4 经 到 C 点 的 飞行 时 间 应 等 于 从 4 到 
P( 或 从 到 C0) 时 间 的 两 售 。 而 4 至 P{ 或 P 至 C) 点 的 运动 时 间 可 从 式 (3.37) 及 式 (3.41) 
或 从 式 (3.43) 求 出 (对 于 酉 圆 轨 道 ) ,也 可 从 式 (3.68) 得 到 (对 于 双 曲 线 轨道 )。 在 上 述 计 
算 中 ,就 知道 椭圆 或 双 曲线 轨 道 的 偏心 率 e ,和 根据 е 计算 出 半 长 轴 0o 这 是 一 个 反复 验算 
的 过 程 ,应 进行 到 А Ф Р(аў Р С) 点 时 间 的 两 傍 与 tgc 相等 为 止 。 应 用 上 述 方法 确定 了 
追踪 飞行 器 的 。 和 8 , 便 可 以 根据 式 (4.7) 和 式 (4.8) 求 得 8 和 m2 无 因 次 参数 ,进而 确定 
Ато 

[#11] ЖЯТЕЕН-НАЕЕЕЯ, РА, = 2000 km, 4 ВЯ 40, Эт 
采 令 也 再 飞行 120P ,A 与 B 飞行 器 相 会 , 试 求 4 飞行 器 应 有 的 追踪 轨道 和 速度 增 量 。 

Й ”根据 题 意 :gpc = 120? = 2.094 4, бар = 40? = 0.698 13, 而 


Фив + Фвс 
日 = 5 


З 
#ве = у 5 = 9 382.85 (5) 


АТАА КЕСЕНЕ 5 相等 ,这 可 应 用 选 代 法 计算 得 到 。 首 先 ,给 定 -- 个 e 值 ,用 
式 {3.39) ИЯ а(н 38) 

а = ғ(1 + ecos O/T - в?) 
再 以 式 (3.43) 或 式 (3.37) 及 式 (3,41) 计算 4 飞行 器 由 4 Ер пр ПИ 8 
于 ipco 当 证 e = 0.6 时 ,算得 


івс = 2T 





= 80 
飞行 器 吾 飞 至 上 点 的 时 间 是 


а = 34 505.9 km 
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so аак 0) - аве). 
АРА р АПАР р elan 2 1 + есоѕб 
і 
3 719.73 в < ЕУ = 4 692.92 8 


Ме = 0.4, 

а = 25 463,3 km 

р = 4 293.03 8 < 1/2 

继续 更 改 ей, й е = 0.2954, # 

а = 23 028.58 km 

р = 4 675. 32 в =: tpe/2 = 4 692.92 (3) 
ЗГД Д ЛХ АН КАТЕ ИЕ В. 
КАКАВ е = 0. 295,0 = 82,4] 0(4.7) 和 式 (4.8) ЖИ 4.3, Жи = 1.2, 

В = 20, 从 而 计算 出 (图 5.11 和 图 5,12)4 飞行 器 的 追踪 过 度 是 


+ / 1-2и [1.2 х 3.986 х 10% 








ва = х = ~ 20 000 = 4.89 (Коти) 
而 A 在 原先 圆 轨 道上 的 速度 是 
Гм _ [3.086 х 1% _ 
ВА =! | = 2 000 = 4.45 (Калв) 
所 以 
Av = м зи В + (vx 一 насоз В)? = 1.68 (km‘s) 
而 Aui 相对 оа 的 夹 角 是 — 
та = 04 ТВ _ 0.9955 р К 
21 Р 4 
й = 84. 57° 研 
假如 用 椭 轩 轨道 的 时 间 方 程式 ,不 能 求 得 拦 瑚 条 件 ,得 
改 用 双 易 线 时 间 方 程 ,以 相同 的 方法 进行 来 解 。 Еп арха 


5.5.2 椭圆 轨道 上 的 拦截 

如 朵 飞行 器 4 和 上 送行 在 同一 轨道 ( 椭 加 (1)) 上 ， 
ВТА 前 gs 角 处 ,4 ЗЕ С РВ 飞行器 , 它 应 循 
椭 回 或 又 曲线 轨道 (2), 以 相同 的 时 闻 到 达 С 点 
{图 5.13)。 

本 情况 和 前 例 所 不 同 的 是 r < rc, 因此 追踪 轨道 
近 心 点 不 在 ХАОС 的 平分 线 上 ,假如 它 在 某 处 , 记 为 p 
点 (如 图 5.13 所 示 ), 那 么 А 至 PP 的 真 近 角 8 НН 
截 的 过 程 计算 如 下 : 首先 利用 式 (3.37) 和 式 (3.41) (或 
式 (3,43)), 计算 飞行 器 В кас 点 所 需 的 时 间 间 隔 
нс о НЕВЕ А 的 追踪 贺 道 为 椭圆 , 偏心 率 为 。 ,利用 轨道 5.13 НЫ Рав 
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р р 


А = ра ееов 0 1 + e'cos ( yc + Bap + 0) 
НЕ, К 
(гога) ЕО 
— сов 9 – (тога )соѕ Chpe + фав + 6) 

只 要 给 定 в 前 即 可 求 得 e ,还 可 伐 回 原 式 求 p ,并 利用 式 (3.33) 得 а. 

再 次 ,根据 e .0 和 a 利用 式 (3.37) 和 式 (3.41)( 或 式 (3.43)) 计算 飞行 器 4 НА 点 至 
С 点 的 飞行 时 间 со uc зе тво, ДИЗЕ ег. 的 数值 ,重复 计算 tc ,反复 进行 直 全 te = 
гас 为 止 ,最 后 一 纽 参数 就 是 满足 拦截 条 件 的 参数 。 

奶 踪 飞行 器 的 速度 增 量 和 它 的 方向 计算 方法 同 前 ,不 效 述 。 

如 以 格 贺 示 道 追踪 找 不 到 满足 拦截 要 求 的 答案 ,可 改 用 双 曲 线 轨道 ,计算 方法 同上 ， 
只 是 计算 追踪 时 间 с 应 改 用 式 (3.68)。 
5.5.3 ” 非 辐 平面 轨道 的 拦截 

如 目标 飞行 器 如 和 追踪 飞行 器 4 分 别 在 及 平 而 的 (1) 罗 道 和 区 平面 的 (2) 办 道上 飞 
行 (图 5.14), 如 不 改变 4 的 轨道 平面 使 它 拦截 5 飞行 器 , 则 拦截 点 只 有 7 和 工交 线 与 (1) 
轨道 的 两 个 交点 С 和 C' ,而 拦截 问题 将 可 化 为 和 前 述 圆 轨道 和 林 加 轨道 拦截 相同 的 间 
题 , 即 速度 增 舌 As ЛЬЕТ, ЕН ЕН АЕ СС С’) В ЕСС С’) 的 飞行 时 间 相同 。 

很 如 对 于 图 5. 14 的 情况 ,我 们 希望 4 飞行 器 在 7, 和 Т, 两 平面 交 线 上 се 点 以 外 
拦截 ,如 Cl 点 ,那么 追踪 飞行 器 将 不 是 在 原 轨道 平面 内 飞行 ,而 是 在 另 _ 新 平面 中 -图 $ 15 
示 出 了 拦截 轨道 平面 求 取 的 方法 。 做 中 心 星体 和 与 4 с, 两 点 的 连 线 ,并 问 两 位 延长 ,得 利 
пе 各 bd 两 条 直线 段 ,它们 必然 分 别 在 Т, 和 7 平面 ， 同时 也 必然 在 追踪 轨道 平面 上 ,因而 





(5.51) 





5.144 异 面 轨 道上 的 拦截 5.15 ” 异 面 拦截 的 轨道 面 
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бка тт, 平面 与 追踪 轨道 平面 的 交 线 , 连 abed 四 点 即 得 追踪 轨道 平面 ,在 该 平面 内 做 
过 АС, 两 点 的 椭圆 或 双 曲 线 (3) 便 是 拦截 的 可 能 轨道 ,经 过 和 前 面 类 似 的 反复 通 近 ,将 可 
求 得 满足 uc = по 条 件 的 真实 拦截 轨道 。 


5.6 ”气动 力 辅 助 轨 道 转移 


所 谓 气动 力 辅 助 轨道 转移 ,就 是 把 脉冲 挫 方 变 轩 和 利用 星球 周转 大气层 产生 的 空气 
动力 改变 轨道 两 种 方法 结合 起 来 的 变 轨 方法 。 

由 于 剩 用 气体 动力 , 宅 间 飞行 器 应 该 是 -一 个 升力 体 或 是 带 有 回 面 的 飞行 装置 (例如 类 
似 于 航天 飞机 的 飞行 器 ) , 它 应 具有 规定 数值 的 升力 阻力 比 RAF ,还 应 该 可 以 在 大 气 中 
调节 飞行 姿态 ,以 获得 不 同 数值 的 升力 , 侧 力 及 阻力 来 灵活 调节 飞行 轨道 和 速度 ,此 外 ,由 
于 空间 飞行 器 要 以 轨道 速度 进出 大 气 层 , 它 必须 具有 防 热 结构 或 防 热 层 ,以 防 飞行 器 被 瞎 
м 

我 们 还 得 补充 给 出 空间 飞行 器 在 大 气 层 内 
改行 的 运动 方程 式 ,在 第 二 章 中 曾 分 析 过 -运载 
火箭 在 大 气 层 肉 的 飞行 ,但 那里 因 火 箭 推 力 Р 
Драй АР КОЛ, Е 
而 将 后 者 忽略 。 而 本 节 中 ,气动 力 和 离心 力 数 秆 
上 大 体 相同 ,必须 把 它们 计 和 ,图 5.16 以 0 为 心 
的 圆 是 中 心 星 体 , 当 飞行 器 运行 到 4 点 时 , 它 的 
速度 "与 切线 r 重合 ,阻力 FF 和 它 方向 相反 , 升 
力 Б, ВНЕ по 的 方向 ,向 外 为 正 or 可 以 写成 

У = vro 图 5.16 气动 力 的 分 量 
其 中 ,zo 为 切线 > 的 单位 矢量 ， 对 上 式 求 时 间 导 数 ,利用 附录 5 的 有 关 式 ,应 
y = оту + 0 х Т0 (5.52) 

式 中 ,@ 是 mo 或 矢 径 г НЕЕ ЕЕ ЕЕ Е 
图 5.16 中 显然 它 是 垂直 于 轨道 平面 指向 上 方 的 ,所 
以 有 








2 = оу (5.53) 
jpo 是 垂直 于 轨道 平面 指向 上 方 的 单位 矢量 .其 中 的 
可 以 用 图 5. 17 的 几何 关系 求 得 。 当 飞行 器 在 4 点 时 ， 
有 速度 », 它 与 当地 水 平 线 成 8 角 , 经 A 时 间 后 , 飞 至 
4 点 ,其 速度 与 当地 水 平 线 夹 角 成 为 8 + ApB, 面 水 平 
线 则 旋转 了 ло 角 , 因此 速度 相对 绝对 空间 (中 心 星 
Ж) 转 过 的 角度 A5 是 


AS = (3 -8-a8)-[(# -8)-a0]=- ap+ 49 





图 5.17 几何 关系 





= 了。 


因此 :角速度 是 
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把 式 (5.54) 代 估 式 (5. 52), 应 用 单位 所 量 及 乘 的 法 则 ,并 考虑 到 
9 = ri/r = р/гсов В 
使 有 


48 _ В, (5.55) 


" dt r 
从 趟 (5.55) 求 出 zo 和 no 方向 的 圳 速度 分 量 ,再 从 图 5.16 求 出 40 方向 的 气动 力 及 重 
力 分 量 (- Е, - msin8) 和 mo 方向 这 两 力 的 表达 式 ( 严 - 点 meos8), 设 空间 飞行 器 质量 


为 m, 然 后 应 用 牛顿 第 二 定理 将 它们 联系 起 来 , 即 得 空间 飞行 器 在 大 气 内 飞行 时 运动 方程 
式 存 切线 和 法 线 方向 的 分 量 形式 


74 
т ge? 





Ф _ 7 - Ат В (5. 56а) 
Г 
аа (2 Дена (555) 
95 - using (5.56е) 


(5. 56а) ~ (5.565) 共 三 个 方程 式 , 自 恋 量 
亦 恰 为 三 个 (vy,r,8) ,方程 封闭 可 解 。 

式 (5.56a) . 式 (5.56b) 和 式 (2.2) 前 二 式 是 
相同 的 ,只 是 这 里 将 g 代为 wzr, 栈 去 了 推力 
,但 引入 了 离心 力 mAro 它 们 和 式 (5.43b)、 
式 (5.43c) 也 是 -… 致 的 ,只 是 后 两 式 是 在 矢 径 ， 
方向 和 横向 推导 的 力 平衡 条 件 , 这 是 因为 未 考 
虚空 气动 力 ,那样 做 比较 方便 。 

下 面 以 从 地 球 高 加 轨道 向 低 圆 轨道 过 渡 为 
例 ,说 明 气 动力 辅助 变 轨 的 实质 和 优点 6] .空间 
飞行 器 原 在 以 г, 为 半径 的 大 贺 轨 道上 运行 , 欲 图 5.18 ”气动 辅助 变 胃 的 过 程 
使 它 过 渡 到 半径 为 m” 的 小 圆 轨 道 ( 图 5.18) 。 当 
飞行 器 运动 到 а 点 时 朝 速 度 的 反 向 加 一 速度 脉 种 Aw ,使 它 洛 手 圆 轨道 降 至 地 球 大 气 层 
边界 区 一 般 认为 地 球 大 气 边 界 高 度 为 150 - 200 km 左右 )。 然 后 飞行 器 利用 调节 升力 ғ, 
的 大 小 控制 飞行 器 在 大 气 层 内 的 飞行 ,并 使 之 在 。 点 证 出 大 气 。 同 时 在 с 点 再 施加 第 二 个 
脉冲 速度 Aws, 则 飞行 器 将 沿 另 一 椭 贺 轨道 运动 到 半径 为 ғр 的 小 圆 轨 道 ,再 可 第 三 个 速度 
脉冲 Aws, 全 完成 了 全 部 过 渡 。 上 述 飞 行 过 程 中 ,如 在 с 点 飞行 器 有 足够 的 速度 , 可 以 过 到 
因 移 高 度 , 也 可 以 不 施加 Avs。 整 个 飞行 过 程 中 ,进入 5 点 时 的 速度 大 小 和 8 角 数 值 是 重 
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要 的 参数 ,选择 不 当 甚至 会 使 飞行 器 因 消 耗 能 量 过 多 而 不 能 再 次 冲 出 大 气 , 因 此 在 5 至 ec 
的 大 气 飞行 过 程 中 ,选择 升力 控制 方案 ,使 飞行 天 合理 消耗 动能 ,最 大 可 能 地 节约 燃料 , 则 
是 气动 力 辅助 变 轨 中 最 为 核心 的 问题 ,这 里 又 得 应 用 最 优化 技术 ， 

下 面 通过 … 简单 情况 ,或 称 理想 情 
况 , 对 比 气动 辅助 变 轨 和 锥 曼 过 渡 所 需 
燃料 的 多 作 ( 苹 5. 19)。 所 请 理想 情况 , 即 
设 大 气 层 处 在 以 В НИЙ, МК 
行 器 从 г. АННЕ 22 К 阅 时 ,速度 为 в, 
如 角 为 零 。 在 大 气 中 消耗 能 量 后 从 с 点 再 
次 以 8 = ока, , НЕ „МНН 
圆 轨道 达到 г, 为 半径 的 圆 轨道 ,远地点 
恰 在 该 圆 轩 道上 。 对 于 这 种 理想 情况 只 
需要 两 个 速度 脉冲 , 即 在 a 点 的 Av 和 4 
点 的 Am 

根据 $.3 节 中 的 原理 . 答 使 飞行 器 在 
点 以 有 = 0 的 速度 进入 大 气 , 则 Ay 应 
满足 图 5.19 ”理想 状况 

р 7 2 
А = у -/* Г. 0.70) 

同 理 , 可 以 求 得 @ 点 的 第 二 个 速度 脉冲 


гене 
2 = rp Гр 1+ (7А) 








所 以 ,总 的 速度 脉冲 是 


Аът = Аз + А = [= Е - уе ЖИ (5.57) 
ЖЕНЕ, НИИ ЩЕ 4 а 两 点 所 需 的 速度 脉冲 是 








(图 5.20) 
а = / Ут 
和 
天 ЕТУ 
Аю = р Та Cnn) - (2 
两 者 之 和 是 








ГЗ rr 2 
Дон = /& (25 wi т) - ғ, и (5.58) 


为 比较 式 (5.,57) МБХ (5. 58) 的 大 小 , 令 
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Ан 


{Е 








5.20 ЖЕНЯ 
Та = Г/В, = РВ (5.50) 
№55 (5.57) #15 (5. 58) БЕК 


sr ШЫЛЫ) вм 
Г: Е аа 


如 令 式 {5.60) 与 式 (5.61) т 制 出 一 条 以 元 ЖИР, 为 变量 的 曲线 ( 见 图 5.21) ,表明 
在 这 条 曲线 上 两 种 变 轨 方式 具有 相同 的 能 耗 。 而 在 曲线 的 上 方 有 Арт > Арн, ЕЖЕ 
曼 过 渡 所 需 能 量 少 于 气动 力 辅助 变 轨 的 ;而 在 曲线 下 方 , 因 Aw < As 以 气动 力 辅助 变 
ЭВ АНЯ, 从 地 球 静 止 轨道 向 гр = 6 728 km 轨道 过 滤 ,其 Avj Л 
59.86% 101。 从 图 5.21 显 见 ,大 圆 轨道 越 大 ,气动 力 辅助 变 轨 越 有 利 ， 然而 这 个 结论 只 对 从 
大 同 向 小 圆 轨道 过 渡 才 正确 ,从 小 贺 轨 道 向 大 圆 轨道 过 渡 则 以 替 曼 过 渡 为 侍 。 

上 面 计 算 的 是 理想 情况 ,而 真实 情况 中 ， 因 大 气 上 必 空 气 稀薄 难以 获得 必要 的 减速 ， 
需 更 深 人 大 气 层 才 行 , 这 就 概 求 多 一 些 的 能 量 ,所 以 理想 情况 是 节省 能 量 的 上 限 ， 

至 于 真实 情况 ,飞行 器 在 大 圆 轨 道上 飞行 的 速度 为 ， - = wazre ;车 飞行 器 进入 大 气 
时 的 速度 和 角度 分 别 为 w 0 0, 则 根据 动量 矩 守恒 原理 ， 可 以 写 出 mrfa ~ Ан) = 
Ruscos 忆 ,其 中 Au 是 在 大 圆 a 点 施加 的 速度 冲 量 ,因此 有 








Ару = J 一 А сов Ё, 
同 理 , 还 可以 写 出 飞行 器 评 出 大 气 时 的 速度 о, 和 角度 有 与 到 达 小 圆 轨 道 时 应 施加 的 速度 
增 量 的 关系 


| 
| Е 
Am = ГЦ 
и y 2% 2.608 应 
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АТ РЪТ 


Жецил „ЛХ 
М 







Ат тн 








ча ДЕЕ 
1.0 і. а 
1.0 2.0 3.0 4.0 ғ 5.0 6.0 7.0 8.0 


图 5.21 ”两 种 过 渡 方 式 能 耗 的 比较 
我 们 的 目的 是 使 峰 料 消耗 最 省 , 关 此 ,目标 函数 取 


У = Ар + Ав = | 六 十 /A - К, соз Ёь = Ё сов Ё. (5.62) 
ra Та Га Гр 


具体 地 说 ,就 是 变动 式 (5.56a) ~ 2605.560) 中 Е; = (4 的 时 间 关 系 ,以 便 得 到 这 样 的 
如 ,ve НТВ, ,В., ВРАГИ 达到 最 小 值 ,而 为 了 达到 这 个 目的 ,还 应 添加 两 个 条 件 , 即 进入 和 
冲 出 大 气 的 轨道 能 量 守恒 的 条 件 


~ 2 
Га | А1 п 

цуе л) ви (5.64) 
2 ғр Е љ 2 К | 


优化 时 ,使 用 了 5.4 节 曾 用 过 的 最 优化 原理 。 

利用 上 述 关系 计算 了 从 地 球 同步 轨道 向 m = 6 558 km 圆 轨 道 的 过 渡 ,结果 表明 气动 
力 辅 助 变 轨 所 需 的 总 速度 增 量 Лог = Av + Лоо 是 霍 曼 过 渡 的 38.48% [91。 

当然 ,在 计算 时 未 计 人 为 变更 р, 而 消耗 的 能 量 。 








=。 56 · 





第 六 章 行星 际 甩 的 航 5 

目前 人 类 只 能 实现 太阳 系 内 行星 际 间 的 航行 ,这 是 因为 太阳 系 的 半径 大 约 是 的 忆 km， 
光线 还 要 经 历 5 个 多 小 时 站 能 从 中 心 走 到 边缘 ,而 离 我 们 最 近 的 半 人 人 马 星座 的 趾 离 是 4.5 
光 和 牛 (光线 一 年 可 走 9 万 忆 km) ,而 人 造 地 球 卫 星 绕 地 球 运 动 的 速度 大 约 在 7 ~ 8 km 之 间 ， 
行 是 际 航行 也 就 是 30 50 Киз 左右, 只 是 光速 的 176 000,-- 年 才能 飞行 15 亿 余 公 里 , 实 
现 太 阳 系 内 的 是 际 航行 已 嫌 杰 慢 , 而 飞 向 其 他 在 系 则 全 无 可 能 ,即便 我 们 能 以 光速 之 半 飞 
行 ,到 半 人 马 星 座 尚 需 8.6 年 ,考虑 到 往返 和 加 速 .减速 的 时 间 , 飞行 一 趟 就 要 消磨 30 年 时 
癌 , 开 何况 近 光 速 飞 行 ,引起 许多 相对 论 问题 必得 首先 解决 妮 ! 





6.1 会 合 膨 期 及 发 射 窗口 


类 地 球 飞 同 太阳 系 中 任何 一 颗 行 星 , 其 距离 都 是 遥远 的 ,如 向 离 术 阳 最 近 的 水 性 飞 
行 ,就 超过 了 2 亿 km, 节 约 能 量 的 需求 将 格外 突出 。 显 然 以 霍 曼 方式 过 渡 是 最 为 有 利 的 。 
无 论 向 哪个 行星 飞行 ,在 霍 晤 椭圆 上 运行 的 时 间 部 是 固定 的 ,而 当空 间 飞 行 器 从 地 球 轨道 
到 这 该 行星 轨道 时 ,行星 也 必须 同时 到 达 , 才 能 使 空间 飞行 器 与 行星 相遇 。 这 就 出 现 了 向 
其 他 行星 发 射 空间 飞行 器 ,只 能 选择 地 球 和 该 行星 处 于 某 固定 相对 位 置 的 时 刻 ,否则 飞行 
器 将 不 能 与 行星 相 过 , 称 满足 这 种 相对 位 置 要 求 的 时 刻 为 发 射 时 机 ,又 称 发 射 窗口 ,而 两 
次 出 现 发 射 窗口 的 时 间 间 肪 被 称 为 会 合 周期 。 

由 于 各 行星 绕 太阳 适 行 的 轨道 速度 互 不 相同 , 越 靠近 太阳 的 行星 周期 越 短 ( 表 1.1)， 
如 以 第 一 次 出 现 发 射 窗口 为 时 间 零 点 , 则 随 着 时 间 的 变化 ,两 行星 将 以 绕 太 阳 旋 转 指 钊 速 


ИЕА Са - оз) 相对 运动 ,两 者 间 的 角度 变化 量 是 ||"(w) - ea)dz| , 当 它 达到 一 周 时 ,出 


现 了 第 二 次 发 射 时 机 。 假 如 认为 о, 和 wa 都 是 常 值 , 便 订 求 得 会 合 周期 的 计算 式 
rn 

| ll — 2 | 

其 中 ,wi 和 ms? 分 别 是 两 行星 绕 术 阳 运 行 的 平均 角速度 。 如 以 这 两 行星 绕 太 阳 一 周 所 需 的 
时 间 ( 周 期 ) 和 7, К, 





了 = (6.1) 





Т = Гр, ТР (6.2) 


2006.2) 计算 得 到 的 会 合 周 期 也 列 在 宕 1.1 中 。 

让 式 (6.2) 看 出 ,相对 速度 (wi - ооз) 越 小 ,会 合 周期 越 长 ,这 也 可 以 从 表 1.1 中 的 数 
据 看 出 ,地球 与 金星 及 火星 的 会 合 周期 最 长 ,分别 为 583.92 天 和 779.94 天 ,与 远方 行星 的 
会 合 周期 比 -… 年 稍 多 ,这 是 因为 远方 行星 运行 周期 比 地 球 长 很 多 , 近似 地 认为 它们 不 动 ， 
则 地 球 与 其 相遇 的 周期 便 约 略 等 于 .- 年 了 。 
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6.2 影响 球 和 圆锥 曲线 拼合 法 





准确 分 析 行 星际 航行 需要 应 用 =” 体 问题 , 即 把 空间 有 关 的 星体 视 为 万 有 引力 源 , 在 它 
们 的 共同 作用 下 研究 空间 飞行 器 的 运动 。 然 而 至 今 还 没有 n(n > 3) 体 问题 的 一 般 解 析 
解 。 只 能 依靠 数值 计算 研究 有 关 问 题 。 

不 过 在 司 初 步 分 析 或 精度 要 求 不 高 时 ,可 以 采用 一 种 称 为 圆锥 曲线 拼合 的 方法 , 它 的 
实质 是 ,将 活动 空间 按 各 星体 的 引力 大 小 划分 为 各 自 的 作用 域 , 称 为 该 星体 的 影响 球 ,在 
影响 球 内 该 星 笨 的 引力 大 于 其 他 星体 的 ,可 以 略 去 其 他 星体 的 影响 ,并 按 前 面 讲 过 的 两 体 
中 心力 场 的 理论 进行 空间 飞行 器 的 计算 ,进入 另 一 星体 的 影响 球 内 ,就 以 男 一 星体 为 中 心 
体 ,构成 新 的 二 体 中 心力 场 问题 。 

为 估计 影响 球 的 半径 ,考察 由 是 体 P 和 空间 
飞行 器 P; ,及 第 三 星体 P; 组 成 的 系统 ,它们 的 质量 
分 别 为 mi mz 和 ms, 它们 的 相对 距离 和 与 惯性 参 
考点 ОЧЕ О ТЕЕ Р, 和 Р, 的 作用 下 ， 
空间 飞行 器 Р, 的 运动 方程 式 是 


r= cl п та) 
г 


星体 Pl 的 运动 受到 星体 Р. 和 空间 飞行 器 Р, 的 影 НЕ. 1 三 性 系统 示意 图 
啊 , 但 因 то 远 小 于 ma ,可 略 去 它 的 影响 ,因此 有 | 








Тіз 


РЯ = С -3p 
所 以 Р, 飞行 器 相对 Р, 星体 的 运动 是 


г = ву б = Ст + тв 


Е 51 (6.3) 


其 中 Сту 5 是 Е 心 星体 的 引力 , 模 为 Сту Гн і 3 造 成 的 Нл 是 бт + =), НЯ 
г гед 
是 





干扰 办 = ста б - (4 + 1 


好 月 
Фр? 





Стз( 25 + к. +2 у? (6.4) 
由 图 6.1 可 知 
— 4рсоз В 
А Р, 是 绕 已 运动 的 空间 飞行 器 ， 而 тр, И 应 有 4 = p, 由 图 6.1 还 可 求 得 
соз p= 2 — оов а =1- 60а 
和 由 余弦 定理 好 = ор 2rpcos а 得 


2 2 2 
сова = 2074 
2 


== 
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因此 ,干扰 力 可 写成 








引力 _ т В | 
Жр = (2) (6.5) 


同 理 ,还 可 以 求 得 ,把 Рз 视 为 中 心 星体 而 Pi 视 为 于 扰 源 时 ,改行 器 相对 的 运动 方程 
式 


й = бїт з тС - 00] (6.6) 
再 经 与 土 面 燃 似 的 推导 ,并 设 r/o 的 高 次 方 项 与 上 相 比 可 以 覆 去 ,得 

Я m3,r 2 _ M3r Г 

тр = т.а) = тр) (6.7) 


令 式 (6.5) 和 式 (6.7) 相等 , 求 得 

а," (6.8) 
АР г ЛР, ЖР, ЖАННИ 4 г ЛУР ЕК Р 的 影响 区 ,而 rr 大 于 上 述 什 的 
区 域 则 应 视 为 P; 的 影响 区 域 ,因此 式 (6.8) 可 以 视 为 影响 球 半径 的 计算 式 。 利 用 式 (6.8) 
ЖЖ НЕ (В ЕК) 的 影响 球 半 径 计算 的 结果 见 表 1. 1。 

举例 如 图 6.2, 其 中 月 球 的 影响 区 最 小 , 若 空间 
改行 器 在 此 区 内 , 僵 以 月 球 为 中 心 星 体 按 二 体 中 心 
力 场 原理 处 理 , 认 为 其 他 星体 都 无 影响 ; 若 空 间 飞 
行 器 超出 月 球 影响 区 , 而 在 地 球 影 响 区 之 内 , 则 试 
为 飞行 器 只 爱 地 球 的 影响 ; 同 理 , 如 空间 飞行 器 起 
出 地球 影 响 区 , 便 是 太阳 的 影响 区 了 ,此 时 只 考虑 
太阳 的 作用 , 略 去 其 他 星人 恒 的 影响 。 

如 果 利 用 影响 球 的 究 念 分析 从 地 球 向 土星 的 
飞行 ,空间 飞行 器 从 地 球 起 飞 时 应 按 以 地 球 为 中 心 
力 场 的 二 体 问 题 ,使 空间 飞行 器 获得 至 少 比 逃 竟 速 
啡 大 的 速 座 , 让 它 飞 出 屿 球 影响 球 , НЕЕ КН 
地 球 影响 球 时 ,具有 的 速度 恰 能 使 飞行 器 在 以 太阳 图 6.2 星体 的 影响 球 
为 中 心力 场 的 二 体系 统 中 , 沿 规定 的 轨道 飞 向 土星 。 当 空 疝 飞行 器 进入 土星 影响 球 之 后 ， 
应 设法 使 飞行 器 减速 ,达到 以 土星 为 中 心力 场 的 二 体 问题 所 要 求 的 规定 轨道 运动 速度 .可 
见 , 上 述 计 算是 把 空间 飞行 器 的 完整 飞行 划分 为 三 段 ,在 每 段 飞行 中 ,地 球 、 太 阳 和 土 里 分 
别 轮 统 成 为 中 心 引力 场 的 惟一 引力 狐 , 另 外 两 个 则 被 略 去 ， 因而 简化 了 计算 ,它们 之 间 的 
衔接 是 以 前 一 段 的 终点 状态 为 下 段 飞行 的 初始 状态 而 统一 起 来 的 ,应 注意 的 是 ,地 球 和 二 
星 都 是 绕 太 阳 运 动 的 ， 而 在 三 段 单独 计算 中 , 却 认为 中 心 星体 是 静止 而 求 得 各 运动 参数 
的 ,这 就 要 求 在 处 理 两 段 衔接 点 参数 时 ,注意 相对 运动 的 关系 。 上 例 中 ， 无 论 在 地 球 , 太 有 阳 














ЯЕ 行星 际 间 的 航行 * 39 . 





还 是 土星 的 影响 球 中 , 25 а КАНА АЕ Ц В — ЖА, ТЭЗ ВЕРЯ ВО 27 
法 ,又 被 称 为 圆锥 曲线 拼合 法 。 
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所 谓 星体 引力 报 动 ,是 指 空间 飞行 器 在 茶 5| 为 场 内 飞行 时 穿 过 (进入 再 飞 出 ) 另 一 引 
力 场 (如 在 太 池 引力 场 中 飞行 时 穿越 基 个 行星 的 引力 场 ) 后 ,其 速度 的 变化 。 这 里 ,后 面 的 
引力 场 可 被 视 为 引力 摄 动 源 。 

首先 说 明 ,任何 灾 间 飞行 器 穿 过 引力 摄 动 源 铝 啊 球 其 轨道 者 是 双 曙 线 的 。 设 摄 动 源 是 
ВЖ, таз у КАТА B 星体 影响 球 边界 时 相对 8 的 速度 为 零 ,出 根 据 能 量 守 借方 程 
式 (3.17), 它 站 BB 影响 球 内 的 运动 速度 就 是 

pr 

ТА Р Rp 

其 中 ,r 和 和 Rs 分 别 是 空间 飞行 器 距 召 星体 的 距离 和 及 影响 球 半径 ,up 是 B 体 引力 常数 ,出 

于 Rs 很 大 ,上 式 中 芳 略 去 第 二 项 ,不 (6.9) 表示 空间 飞行 器 是 以 抛物 线 轴 道 运动 (与 式 (3.50) 

比较 )。 如 果 空 间 飞 行 器 到 达 В 星体 影响 球 边 界 时 的 速度 不 为 零 { 正 常情 况 均 如 此 ), 它 显 
然 将 以 双 曲 线 轨 道 在 В 的 影响 球 内 飞行 了 。 

其 次 要 提醒 注意 的 是 , 当 我 们 处 理 具有 多 个 星球 的 间 题 ,并 取 某 一 星体 作为 中 心 引力 
体 对 其 应 用 第 二 章 (两 体 问题 和 中 心 引力 场 问 题 ) 的 公式 时 , 式 中 的 速度 是 相对 中 心 引力 
体 的 .这 本 来 是 十 分 明确 的 ,但 在 本 节 如 处 理 不 当 , 会 产生 混 清 。 

我 们 把 引力 摄 动 分 成 两 类 进行 研究 ; 空间 飞行 器 从 摄 动 源 的 前 面 ( 图 6.3) НЕ 
(图 6.4) 绕 飞 的 情况 。 

在 这 两 图 中 ,8B 是 扎 动 源 , 必 相对 参考 系 的 速度 是 wm ,空间 飞行 器 在 a 点 进入 其 影响 
球 。 在 进入 BB 体 影 响 球 前 飞行 器 在 参考 系 中 运动 ,相对 参考 系 的 速度 为 v- ,一 旦 进入 BB 影 
啊 球 ,就 要 以 В 为 中 心 引力 体 并 绕 其 飞行 ,根据 上 面 叙述 的 道理 ,为 梅 成 以 归 为 中 心 引力 
体 的 两 体系 统 ,应 求 出 空间 飞行 器 相对 B 的 速度 。 存 点 此 相对 速度 是 (图 6.3 和 图 6.4a 
氮 侧 旁 的 速度 三 角形 ) 


(6.9) 


Уи = y Ур (6.10) 
这 里 ,上 标 "+ / ~" 表示“ 飞 出 /进入 " 影响 球 的 点 ,下 标 w 表示 在 影 响 球 的 边界 ,/B 表示 
相对 В 星体。 当空 间 飞 行 嚣 进入 8B 影响 球 之 后 ,使 只 受 B 星 体 的 引力 作用 ， 从 渐 近 线 方向 
进入 然后 按 双 遇 线 轨道 运动 ,从 对 称 的 5 点 飞 出 影响 球 , 回 到 原 参 考 系 根据 对 称 康 理 , 空 
间 飞 行 器 在 БАН В НЕА ВЕЛЕЛ ВУ, 2 一样 ， 但 方向 是 沿 着 另 -- 渐 近 线 的 ， 
以 рав 表示 。 因 此 ,只 要 确定 了 双 上 曲线 轨道 ,mp, 便 可 用 下 式 算得 8 点 处 空间 飞行 器 相 
对 原 参 考 系 的 速度 yt (图 6.3 和 图 6.45 侧 旁 的 速度 三 角形 ) 


P+ = У УВ + Ре (6. 11} 
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Аб 


(6) 





图 5.3 前 如 绕 飞 图 5.4 МК 

通过 上 述 分 析 , 显 见 由 于 空间 飞行 器 在 穿 过 摄 动 源 影 响 球 时 , 因 受 到 引力 作用 ,使 其 
相对 原 参 考 系 的 速度 从 у 变 为 六 ,这 就 是 星体 的 引力 摄 动作 用 。 如 果 把 图 6.3(a) 和 
6.4(a) 中 的 两 个 速度 三 角形 合并 , 示 于 图 6.3(b) 和 图 6.4(Ь) 中 ,还 可 以 看 出 对 于 从 摄 动 
源 前 方 绕 飞 ( 图 6.3) 的 情况 ,经 引力 摄 动 之 后 的 空间 飞行 器 在 参考 系 中 的 速度 除了 改变 
方向 之 外 ,其 幅 值 碱 小 了 ;从 后 方 绕 飞 (图 6.4) 的 时 候 , 速 度 幅 值 则 是 增加 的 。 一 般 而 言 ， 
ДОЙ ЭЎ Др = тн PE 与 2 辐 向 ( 夹 前 为 锐角 ) 时 , 则 引 为 摄 动 结果 是 使 y+ 的 幅 
值 较 ” МИ, БС Е) 时 则 是 减少 的 。 

前 面 假设 双 上 曲线 轨道 是 已 知 的 ,然而 恕 何 获得 所 要 求 的 双 曲 线 呢 ? 由 式 (3.60) 而 知 ， 
为 得 到 指定 的 仿 角 ,应 具有 适当 的 偏心 率 e, 叫 е 的 获得 又 与 拉动 ИЕ: РВ] 
离 4A 有 关 ( 见 式 (3.65))。 因 此 ,只 要 找到 合适 的 进 和 人 点 e, 和 已 知 该 点 的 速度 у: ‚НД И] 4 
4 并 算出 速度 转 过 的 角度 8。 

然而 速度 变化 量 Aw = y+ р 和 被 绕 行 的 摄 动 源 有 什么 关系 ?由 图 6.3(b) 和 图 6.4(b} 
可 以 求 得 


Ай = | yt vy |= | Уол -ya = 29 ввів 5 (6.12) 
式 中 ,vw 是 v%ya 和 vz 的 模 。 用 式 (3.60) 和 式 (3.55) 有 
. 9 1 
sin = тора) (6.13) 


其 中 ,7 和 a 分别 是 六 曲线 轨道 的 近 心 点 半径 和 半 长 轴 。 再 用 а 点 或 5 点 的 运动 参数 写 出 
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能 量 方 程式 


oj МВ ив 
2 К, = 2а 
如 认为 Ry 1820, ИМЯ Е И, РЕЯ 
а = 8. (6.14) 
Doh 


将 式 (6.14) 代 大 式 (6.13) 和 式 (6, 12) ,得 
- 1 + (па ив ив) 





(6.15) 


Sin б 
2 
_ Ha 月 
1+ (ерове в) 
由 此 可 见 ,速度 变化 最 Av 与 过 心 点 半径 r。 有 关 , 当 它 与 摄 动 源 星体 的 半径 rs( 或 它 的 
大 气 层 半径 ) 相等 时 ,Av 将 达到 最 大 值 , 即 





Ао (6.16) 





2% вин 
Дэл = 一 一 一 个 6.17 
9 лах 1 + (гре? вив) 
Ж, Ар 还 与 Р/В 有 关 , 如 取 ЧА тк ЧФ Фив = 0, 便 可 求 得 
Vw/B -和 = en {6. 18) 


Й ъв УЕЗДЕ В ЯЕ — ЗЕ НЕА до, НАСЛ о.) и (6.188. 
式 (6.17), 还 可 求 得 
(Арал) = ФВ (6.19) 
用 式 (6.17) 绘制 成 图 , 示 于 图 6.5 15), 
事实 上 , 摄 动 涯 在 改变 绕 其 飞行 的 空间 飞行 器 的 
速度 同时 ,自身 将 获得 或 付出 能 量 。 如 果 空 间 飞 行 器 在 
8 影响 球 内 运行 的 时 间 为 Ai ,平均 加 速度 是 Aw/Ai ,如 
困 在 此 期 间 摄 动 源 8 运 动 了 AS 距 高 ,那么 摄 动 源 的 轨 


道 速度 vw 应 与 全 相等 ,因此 空间 飞行 器 (或 摄 动 源 ) 


获得 或 付出 的 能 量 应 是 AzAs ,其 最 大 值 是 
ЛЕ = VpADmax (6.20) 
利用 星体 引力 摄 动 效应 ,可 使 空间 飞行 器 改变 飞 
行 方向 和 速度 大 小 ,从 而 使 行星 际 飞行 的 方案 多 样 化 
或 达到 节约 能 量 的 目的 。 若 同时 再 辅 以 变 轨 发 动机 的 
作用 ,能 使 轨道 的 设计 更 丰富 多 彩 。 Ия 
图 6.5 Яну 
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6.4 向 月 球 飞 行 


Я ЖЗ 38.44 万 km, 绕 地 球 的 轨道 十 分 接近 略 形 {e = 0.054 9) ,由 平 它 自转 一 
周 所 需 时 间 (27.322 天 ) 与 绕 地 球 公转 一 周 的 时 间 相 间 , 因 此 总 以 固定 的 一 面向 着 地 球 。 
它 的 平均 半径 约 为 1738 km( 只 是 地 球 的 173.67) ,质量 7.35 x 102 kg( 是 地 球 1781.5) , 它 
在 地 球 引 力 场 内 的 影响 球 半 径 是 岳 .1 х 30 
10° кт. Я КОЗА ИЕ) БЕ 
道 平 面 (黄道 ) 之 间 的 夹 角 为 5°8’ ,日 两 平 
面 的 交 线 以 18.5 年 的 周期 自 东 向 西 退行 ; 

而 赤道 平面 与 黄道 的 夹 角 保 持 闭 23°27 
的 数值 , 它们 的 交 线 指向 固定 方向 {春分 
点 )s 因此 , ЖА УНІ ШИ ЕН 7 在 
18°19° = 23°27' - 3°8' #128°35' = 23°27 + во то8о 5090 
5987 之 间 变 化 ,局 期 为 ]8.6 年 -图 6.6 是 7 ву а 
随 年 代 的 变化 过 程 , 大 约 在 1997 为 最 

小 ,到 НЕ И 66 жаяа 

日 地 球 向 月 球 飞行 ,可 分 为 同 平面 和 非 同 平面 两 种 。 同 平面 向 月 改行 ,是 空间 飞行 器 
轨道 平面 怡 与 月 球 绕 地 球 运动 平面 {白道 ) 相 重合 的 情况 ， 而 非 周平 面 飞 行 是 这 两 个 平面 
不 重合 的 情况 。 在 4.2 节 中 , 曾 说 明 在 其 纬度 р 发 射 卫星 ,无 论 恒 它 人 轨 的 方向 朝向 何方 
都 无 法 得 到 比 gq 角 小 的 轨道 倾角 。 因 此 ,从 我 国 最 南端 的 西昌 发 射 场 (w = 28°) 发 射 空间 
飞行 器 人 吉 ,不 经 过 轨道 倾角 的 变换 ,后 者 的 数值 部 不 会 小 于 28°( Вр г => 28°) 1 6.5, 
显 见 从 西昌 以 同 平 面向 月 球 飞 行人 由 有 少数 用 年 才 有 可 能 (每 18.6 年 中 大 约 只 有 3 年 ); 在 
其 他 年 份 只 有 经 过 轨道 倾角 变换 ,才能 以 同 平面 方式 飞 向 月 球 ;这 意味 着 要 付出 多 余 的 能 
量 。 解 决 的 办 法 ,是 采用 和 白道 相交 的 非 同 平面 方案 向 月 球 飞 行 。 后 种 方案 虽 不 需 消耗 改 
变 轨道 倾角 的 能 景 ,但 对 于 飞行 精度 却 有 较 高 的 要 求 。 

本 节 只 研究 同 平 面向 月 飞行 的 方案 。 

由 地 球 飞 向 月 球 及 相反 的 飞行 ,只 要 考虑 在 地 球 
和 月 球 影 响 球 内 飞行 的 两 个 阶段 ,是 应 用 圆锥 曲线 拼 
合法 的 最 简单 实例 。 向 月 球 的 飞行 ,通常 先 将 空间 飞行 
器 射 人 近 地 圆 轨道 (做 下 步 飞行 前 的 测量 和 控制 准 
备 ) АН, ЕН, миа Ее, ВАН, 
道 分 别 在 近地点 和 远地点 与 飞行 器 绕 地 球 运行 的 轨道 
及 月 球 轨道 相 切 对 (图 6.7)》, 取 往 贺 的 远地点 半径 А, 
与 月 球 轨道 半径 Re 相等 ,而 飞行 器 绕 地 球 的 轨道 高 度 
为 220 km 2:7, ЕХ К, = 6600 къ, ВАНЯ 
道 的 参数 是 16.7 霍 曼 国道 向 月 飞行 
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В. 一 К. Ке - К, 





= = = = 0.966 (6.21) 
В, + Ё Ес + Ё, 
- (в + №) = 1.95 х 10 (km) (6.22) 
车 取 ze 为 地 球 引力 带 数 , 则 近 地 . 点 速度 由 式 (3,47) 得 
в EE е |- Re = 10.90 (km/s) (6.23) 
С К, М Кс + К, 
Ау КАВ ВН ЕЕ: 
А = wR, = 7.19 х 10° (Каи) (6.24) 
Мн КН 计生 全 即 
Т 
> = АЕ — = 5 


这 是 向 月 球 飞 行 的 最 长 时 间 。 Те 
间 , 可 以 把 椭圆 的 半 长 轴 增 加 , 让 飞行 器 到 达 月 球 时 ， 
速度 不 是 与 月 球 轨 道 相 切 , 而 是 与 之 相交 (图 6.8)。 这 
样 做 所 知 能 量 增 加 不 多 ,飞行 时 间 却 可 大 大 缩减 ,由 
式 (6.23) 可 以 看 出 , 即 把 к, 增 至 元 穷 大 成 为 抛物 线 轨 


2 
道 时 ,有 bw- |9 = 10.99 km/s, 其 值 只 不 过 增加 


твит 000, 所 付出 的 燃料 增加 量 并 不 很 多 , 然而 全 
月 球 的 时 间 却 可 大 大 缩减 。 为 估计 缩短 后 的 飞行 时 间 ， 
将 К, ВО Кс 的 两 售 , 用 式 (6.21) ~ 式 (6.24) 可 算得 
е = 0.983, а = 38.77 х 10* km 

= 10.94 km/s,h = 7.22 km/s 














图 6.8 大 椭圆 轨道 向 月 飞行 


令 гї 二 Re „аг 


_ а е?) 
— 1+ ecos 9 (6.25) 


Ели ния 9 = 169. 32°, Н=& (3. 36) 和 式 (3.41) 知 ,到 
达 月 球 的 时 间 是 2.56 d, 速 度 增加 了 不 是 0.4% ,而 送行 时 间 却 减少 了 一 半 ! 
再 来 分 析 空 间 飞 行 器 到 达 月 球 轨 道 时 的 横向 速度 分 量 wm。 由 动量 矩 守 恒 , 显 然 可 以 写 出 
В = 9%, = Кооз (6.26) 
把 有 关 参 数值 代入 后 可 求 得 mw = 0.19 km/s, 由 于 о, 的 变化 范围 很 小 ,wo 可 视 为 不 变 的 。 
КЕНИЯ М НЫЕ КНУ, Н. оо 值 都 可 近似 地 认为 与 此 值 相等 。 
空间 飞行 绒 到 达 月 球 时 的 速度 可 以 由 能 量 方程 式 
Ce лә 
2 





ке 2 
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Оке /到 + КЕ 
Ам вк = 1.023 Къ (6.27) 
而 速度 的 方向 用 В ЭЖ, 19 = Ве vi eos В” = 2.0, ВЫХ (3.47) НРА (6.27) 消去 
о, 和 wi ,得 
Р 


#1 





Юр ГК, в 
сов В = ее = Дек А 站 = 79.4 (6.28) 
反之 ,如 果 给 定 空间 飞行 器 到 达 月 球 轨道 时 的 wz 和 8- ,还 可 以 根据 4.1 节 中 的 方法 ， 
计算 轨道 的 形状 和 在 地 球 畦 道上 р 点 处 的 运动 参数 。 
空间 飞行 问 达 到 月 球 影响 球 后 ,使 进入 了 以 月 球 为 中 心 星体 的 二 体系 统 ,这 时 应 首先 
把 空间 飞行 器 的 速度 变换 为 相对 月 球 的 .前面 各 式 计 算 的 速度 都 是 相对 地 球 的 ‚ Ш ЕКЯН 
对 地 球 的 速度 是 





fr 
ви. У = 1.02 Jomys (6.29) 
Ах 


其 方向 与 半径 垂直 ,因此 空间 飞行 器 相对 月 球 的 违 度 可 利用 图 6.9 计算 。 图 中 1 点 是 空间 
执行 属 进 入 月 球 影响 区 的 位 置 ,相对 地 球 的 速度 是 ог (参考 图 6.8) ,相对 月 球 的 速度 应 是 





а = УГ - ве (6.30) 

由 图 知 , 它 的 模 是 
о = V (vicos Две + (ивы Д- = 1.31 (km/s) 06.31) 

方向 以 中 ЯНА 
$ = arctanf vi sin 87 /(егсоз 87 – vr }] + я (6.32) 


图 6.5 中 的 wi eos В = ожог 垂直 半径 方向 的 分 量 ， 
前 已 论述 we КАНН ВЕ, 等 于 0.19 Кол, 所 以 
въ 的 最 小 值 是 1.02 - 0.19 = 0.83 (Къз) Аа 





影响 球 边 界 处 空间 飞行 器 逃逸 月 球 的 速度 是 |3 ,其 
中 pe =4887 Кш?/в? ЯН гс = 66 100 km 分 别 是 月 球 的 
引力 常数 和 影响 球 半径 。 因 此 月 球迷 移 速 度 是 0.385 
ka, 它 比 voc 的 最 小 入 还 小 。 由 此 可 知 ,空间 飞行 器 
进 人 月 球 影 响 球 之 后 ,将 循 双 其 线 运动 ,这 与 本 章 6.3 6.9 与 月 球 的 速度 关系 

的 结论 是 一 致 的 ,所 以 ,空间 飞行 器 进入 月 球 影响 区 之 后 ,应 该 应 用 3.2 节 和 6.3 芝 中 的 公 
式 做 各 项 计算 。 

[11] 一 空间 飞行 器 从 半径 为 站 = 6 600 km 的 团 形 绕 地 球 轨道 出 发 , 洛 近 地 点 与 
ЗЕ ДВР) а КЛЕ А, = 2Re 的 棋 园 轨道 飞 向 月 球 , 沙 进入 月 球 有 影响 球 时 .相对 
月 球 的 速度 vse 的 延长 线 与 月 球 的 距离 为 4 = 4000 km, 试 求 空间 飞行 器 在 月 球 不 同 他 
进入 时 的 飞行 轨迹 。 

【 解 ] 在 地 球 影 响 球 内 计算 时 ,为 了 简 间 ,认为 月 球 影响 球 半 径 小 , 视 为 在 月 球 轨道 上 





В РИ: в. 





的 一 点 ,对 然 引 入 一 些 误 差 ,但 对 分 析 飞 行 过 程 却 是 一 个 可 用 的 方法 ,这 样 环 可 把 酉 园 轨 
道 与 月 球 雪 道 的 交点 视 为 空间 飞行 器 进入 月 球 影 响 区 的 初始 点 。 根 据 题 意 ,本 例 的 过 渡 梢 
нь тиви, иж 
е = 0.983, а = 38.77 х 10'Ктьь, = 10.94 Къз 
到 达 月 球 时 相对 地 球 的 速度 和 速度 方向 ,分 别 是 { 图 (6.8)) 
рр = 1.023 Km 和 有 = 79, 49 

利用 式 (6.30) ЖЕ М ВН ДН Кук НЕ 和 方向 $$- ,由 

*.(6.31) (6.32) 计算 ,它们 是 ( 见 图 6.10(c) 中 么 123, 说 明 见 后 】 
оед = 1.205 а 和 由- = 129.6 

当空 间 飞 行 器 进入 月 球 影响 区 后 , 便 应 把 月 球 视 为 不 动 交 中 心 ,空间 飞行 器 以 Ты: 
ЮНА тяни темя НБ Е И а. 
ТСЕ 6. 10(а) 和 (fb))。 

УД (3.65) ж (3.60) 9 088000 8 Р и 





(ити)? 
е= + а ри = 1.716 (6.33) 
Ў = 2 arcsin 2) = 71.39 (6.34) 






图 5.10 зт НЕ 
对 于 前 方 绕 飞 СЕЖНУНЫН БЪНИ (3.64) 和 式 (3.55) 求 
得 轨道 参数 
а = ДИМ е1 = 2 870 (km) (6.35) 
> = а(е- 1) = 24054 (Кт) (6.36) 




















r 大 于 月 球 平均 半径 ,说 明 飞行 器 并 未 落 向 月 面 , 计 算 有 效 。 
空间 飞行 器 书 出 月 球 影 响 区 ,立即 讲 入 地 球 的 作用 范围 ， 
飞行 器 在 月 球 影响 球 内 飞行 过 程 中 过 度 变 化 情况 见 图 {6., 10c)。1 点 表示 空间 飞行 器 
进入 月 球 影 响 球 的 点 ,Vi 是 月 球 轨 道 速 讼 , 它 与 飞行 器 进入 速度 рг Яя В 
Я (уг - т) ЕВА Лу. ,这 种 美 系 可 由 公 123 表示 。 空 间 飞 行 器 飞 出 
月 球 影响 球 时 ,其 证 度 幅 情 不 变 ,方向 却 要 转 这 全 南 , 从 月 球 前 或 后 方 九 飞 时 ,人 角 分 别 是 
АСЕ 6. 10(а)) 或 北 ( 图 6.10(b)) 时 针 转 的 。 这 在 (图 6.10(e)) Я уол 3З Ж 
ПОСНИ, ТАРЕ У 和 六 ,成 为 pt (前 方 绕 飞 ) 和 pt 和 (后 方 绕 飞 ), 从 月 球 绕 
飞 后 ,飞行 高 敲 开 月 球 影响 球 时 , 它 相 对 地 球 的 达 度 分 别 是 
yp (6. 37) 


从 全 123 (或 入 123 ) ,还 可 求 得 它们 的 幅 值 和 与 当地 水 平 的 夹 前 分 别 是 
yt = [ос + оз иссов (7+6) ] + (ве ЗФ + 2)” = 0.508 (kny’s) (6.38) 


ВТ = arctan{ st sin( + 5) [ос + ЗЕ сов (7+ 831] = - 66. (6.39) 


оф = [Ls + Hocos (#7 8) 12 + (о. 2 (Ф — әр” = 2.03 (Ктеѕ) (6.40) 


Ві“ = arctan [ся (#-- б) вк + оссо ($-- 5)] = 33.1 (6,41) 


ТЯ < 此 ,空间 飞行 器 将 返回 绕 地 球 的 轨道 Е СЧ 
地 球 引 力 场 ,成 为 太阳 系 中 的 人 造 行星 。 

&*. (4.7) #12. (4.8} 中 的 m = Re pr = по ЖТЖЯ НА 好 (或 由" ) 和 速度 方 
向 ВГС ВЕ") 建立 的 相对 地 球 轨 道 参数 。 对 于 从 月 球 前 面 绕 过 的 情况 ,有 

е = 0.966,067 = 185.4° 

ПАН Аз ТЖ ЕЕ Ае, = 
А ,图 中 ,在 月 球 近 沈 
的 轨道 被 描 综 为 一 个 点 

对 于 从 月 球 后 方 绕 飞 的 情况 ,利用 式 (4.7) 和 式 (4.8) 求 得 

е“ = 2.55.01" = 45. 52 

可 见 , 空 间 飞 行 器 在 月 球 后 方 绕 飞 , 丙 次 进入 地 球 影 响 球 之 

后 ,轨道 将 不 再 是 补 圆 ,而 成 为 双 曲 线 的 了 。 令 r = р/(1 + ecosg) 


РОТА № ОР" Аг, 和 9 = 0, 可 以 求 得 双 曲 线 近 
心虚 半径 





і + е соз 9; * 


гр = Re ] re = 30.18 х №" (km) 96.11 往返 月 球 的 轨道 


#22. (3.55) За“ = гре" —1) = 19.47 x 10 (Ка), ате? = 49. 65 x 10* km, 
ЯМ >. (3.60) ХЕ 


$” = 2 агсвіл (1) = 46. 2° 
б 
ЖЕЖ НЕЕ 球 之 后 的 飞行 轨道 如 图 6.12 所 示 。 
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96.0 飞 离 月 球 


上 语 说 明 从 地 球 飞 向 月 球 的 辆 道 可 以 是 飞 向 再 返回 地 球 的 和 脱离 地 球 引 力 场 的 两 种 ， 
但 事实 上 ,还 有 第 三 种 可 能 ,这 是 在 月 球 上 便 或 软 着 陆 ,( 即 г, 小 于 月 球 半径 时 的 情况 )。 

返回 地 球 的 胃 道 ,还 可 分 成 : 绕 月 和 不 绕 月 飞行 的 两 种 , 绕 月 飞行 的 加 道 抑 图 6.13 和 
图 6.14。 其 中 ,图 5.13 ~ 5.18 中 (a) 均 是 在 与 地 月 连 线 固定 的 动 坐 标 系 中 给 出 的 ,图 5.13 
~ 6. 18 中 人 hb) 均 是 在 与 地 球 固 定 坐 标 系 内 绘制 的 ,在 图 中 ,1 是 空间 飞行 器 的 轨道 ,2、3.4 
分 别 是 空间 飞行 器 自 地 球 轨道 出 发 .向 月 飞行 和 返回 地 球 时 月 球 的 位 置 。 不 绕 月 飞行 的 例 
子 见 图 6.15 和 图 6.16 所 示 。 这 些 飞 行 方案 的 共同 特点 是 从 月 球 前 方 进入 月 球 影响 球 , 不 
间 点 在 于 , 绕 月 飞行 时 ,空间 飞行 器 经 月 球 后 方 返回 地 球 ,而 不 绕 飞 行 时 ,飞行 器 内 从 月 球 
前 方 折返 。 


1 
(а) 
2 | 
2 















(5) КУ 
6.13 #А НЕ — В 6.14 8А Е 
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(Ы) 
6.15 ЗЕ) НЯ — Я 6.16 ЗЕ) КН 


РЕ 6. 17 和 男 6.18 示 出 了 在 月 面 降落 的 两 种 可 能 罗 迹 三 ,前 者 是 空间 飞行 器 在 上 行 爱 
《地 球 至 月 球 ) 时 到 达 月 球 的 轨迹 ,可 以 是 鸡 曲线、 抛物 线 或 栖 圆 曲线 ;后 者 是 在 下 行 段 到 
达 月 球 的 轨迹 , 它 只 能 以 椭圆 轨道 实现 。 


| 
(а р | 
1 (а) 
2 


2 


916.17 降落 月 妹 的 锁 道 之 一 图 6.18 降落 月 球 的 轨道 之 二 


如 果 在 月 球 影响 球 的 适当 地 点 进行 轨道 过 渡 操 作 ,还 可 以 使 空间 飞行 器 成 为 月 球 卫 
星 。 

问 月 飞行 最 壮丽 活动 当 属 阿波 罗 登 月 计划 , 自 196947 Я 16 НЯ ИЕ ля | 
月 球 至 1972 年 12 月 19 日 阿波 罗 17 返回 地 球 ,共有 6 船 12 人 次 到 月 球 探索 。 阿 波 罗 的 基 
本 飞行 轨道 是 :首先 把 阿波 轴 飞 船 送 人 约 200 km 高 的 地 球 圆 轨道 ,再 以 脉冲 速度 增 量 使 
其 变换 到 向 月 飞行 的 酉 阅 国 道 ,在 月 球 引力 作用 下 转 计 ,以 月 球 近 旁 的 双 曲 线 运 动 之 后 ， 
重 义 返回 问 地 球 飞 行 的 轨道 ,如 图 6. 19 所 示 。 如 籁 向 月 球 派 送 宇航 员 , 则 在 月 Ем 
速 , 使 飞船 成 为 月 球 卫 星 , 然 后 使 登 月 舱 与 指令 舱 分 离 , 制 动 并 软 着 陆 月 面 3 在 完成 任务 
后 , 登 月 舱 的 上 升级 携带 登 晶 字 航 员 从 月 面 超 飞 ,与 留 在 轨道 并 继续 绕 月 飞行 的 指令 舱 对 
接 ,最 后 启动 发 动机 沿 返 回 罗 道 飞 回 地 球 。 
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6.5 太阳系 行星 和 问 的 飞行 


行星 间 飞 行 的 分 类 : 


按照 空间 飞行 器 是 否 返 回 地 球 ,可 以 划分 为 不 返回 地 


球 的 和 返回 地 球 的 行星 防 飞 行 两 种 ; 


按照 是 否 利 用 中 间 星 体 的 引力 摄 动 效应 , 又 可 划分 为 


利用 和 不 利用 这 种 效应 的 行星 际 飞行 ; 


按照 空间 飞行 器 在 目标 行星 附近 的 轨道 ,还 可 以 再 划 





分 为 绕 飞 或 降落 .进入 (目标 行星 ) СЕ НЫЕ ПН 





标 行星 卫星 的 飞行 和 复合 飞行 等 五 组 。 


6.19 я ИЮН 


再 将 上 还 种 ` 类 ,组 组 合 起 来 ,就 可 以 形成 更 多 的 飞行 方案 。 


[#2] 不 利用 引力 摄 动向 火星 飞行 


的 飞行 方案 。 

第 一 步 考虑 真 接 向 火星 飞行 的 例子 
{ 国 6.20), 空间 飞行 器 要 先后 在 地 球 、 太 阳 
和 火星 彩 响 球 中 飞行 ,图 示 在 太阳 影响 球 
中 的 轨道 ,地球 和 火星 影响 球 被 视 为 志 , 轨 
道 简化 为 在 黄道 平面 中 的 图 。 

图 中 给 出 了 三 条 在 术 阳 影响 球 内 的 飞 
行 轨道 :从 1 点 出 发 至 2 рен 
罗 道 ;在 1 点 与 地 球 轨 道 相 切 , 在 3 点 (A 未 
道 ) 或 3 (Ви) 与 火星 会 合 的 大 祖国 
款 道 ;在 上 点 与 地 球 罗 道 扯 其 ,4 点 为 到 达 
火星 的 抛物 线 轴 道 。 

先 较 详细 地 说 明 埠 曼 执 道 , 对 其 余 两 
种 将 列表 给 出 结果 ,以 便 比 较 。 





图 6.20 向 火星 的 飞行 


Ж Re № Клио 和 va 分 别 是 地 球 和 火星 的 较 道 半径 和 平均 轨道 速度 ,ysis 和 
из 分 别 是 太阳 、 地 球 和 火星 的 引力 常数 ,rs 和 rs ЯНИЕ. 

Re = 1.496 x 10 km Rs = 2.279 x 10 km 

то = 29. 76 km/s ъд = 24.11 kmxs 

Ае = 3.986 х 10° kmi/s? pa = 4.29 x 10* km /es но = 1.327 х 100 kmi/e 

гд = 9.29 х 10 km 74 = 5.78 х 10 km 

出 发 1 点 及 到 达 2 点 的 震 要 过 渡 速 度 分 别 是 

[не | 28: _ 


21 = 4 Ко Ro 了 


ГА = 32.73 (Кт) (6.42) 


Кә 
#2 = #1 Re = 21.48 (km/s) (6.43) 


. 70. 空间 飞行 器 动力 学 
在 地 球 影响 球 内 的 飞行 器 由 于 地 球 
轨道 速度 , 已 提供 空间 飞行 器 相对 太阳 
29.76 kmas 的 初 值 , 它 飞 离 地 球 影 响 球 时 ， 
相对 地 球 只 需 有 i - vg = 2.968 Коув 的 
速度 即 可 ,用 前 面 约 定 的 表示 法 应 写 为 
Vo 
如 设 空间 飞行 器 从 高 度 为 222 km СРД РРА 
ЗЕН ЈЕ С г, = 6 600 km) 出 
发 (图 6.21) ,速度 为 wxa ,使 到 达 地 球 影 
响 球 边界 时 ,速度 恰 降 为 vis。 利用 能 














图 5.21 相对 地 球 的 运动 








ЖК, 
бә на (iB) pe 
2 Рр Е 2 7 的 
可 以 求 得 
2ы 2 
wg = | 2—5 + (05) - “Ф _ 11.346 (ктиѕ) (6.44) 
\ г re 
它 比 半径 为 m 的 地 球 贺 轨 道 速度 大 
Аз = Гав = 3.57 (Киз) 


= "Ф 4 и 
换言之 ,从 地 球 上 空 222 km 国 轨 道 出 发 , 需 给 空间 飞行 器 3.5 кл 的 速度 增 量 [ 若 以 гр = 
6 378 km 代入 上 上 式 计算 ,还 可 求 得 直接 从 地 球 表面 让 发 ,应 赋予 窒 间 飞行 器 的 速度 , 它 的 
数值 为 11.567 kmvs)。 

可 见 , 从 m = 6 600 km 团 轨 道 出 发 ,只 要 At 的 连 度 增 量 , 便 能 脱 高 地 球 影响 球 ,此 时 
在 地 球 影响 球 内 的 轨道 是 双 曲 线 的 ,利用 式 (3.66) 22. (3.60) 可 求 得 了 凶 球 附近 的 轨道 参 
数 
rt bh )? 

e = 1+ 2—8 = 1.146 (6.45) 

Ф 


в = 2arosin( 二 ) = 121.5 (6.46) 


可 兄 室 间 飞 行 器 的 确 是 溢 双 的 线 轨 道 飞 离 地 球 的 。 根 据 污 КБЕ ным 
КЖ, У 应 与 1 点 的 地 球 轨道 速度 方向 -- 致 , 即 双 井 线 渐 近 线 应 与 Уф 同 向 ,由 此 
可 得 (图 6.21) 


蹇 曼 轨 道 的 周期 是 


Ramat К^ 
Т = 2л, | (2—0) = 518 (4) 
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Е НЕ р, 5А ВАЕ Ар 0) 0 = 180p ,飞行 时 间 是 周期 之 半 ， 即 
259 天 ,在 这 段 时 间 内 湾 星 在 自己 轨道 上 转 过 的 角度 是 
9; = 360P х = 135.72 
其 中 ,Ts 是 火星 的 恒星 年 或 绕 志 阳 一 周 所 需 的 天 数 。 空 间 飞 行 嚣 与 火星 在 这 259 天 之 内 
转 过 的 衣 度 差 , 即 症 飞 行 器 离 地 球 时 火星 应 超前 地 球 的 由 度 (图 5.20) 
y=- 0 = 44.3 
由 图 6.20 Г, ИНЕТЕ Бин 
列 于 表 6.1 中 。 由 表 6.1 可 知 ,这 凡 条 轨道 所 需 能 量 相 差 并 不 多 (bo = 11.567 ~ 16.67 
km/s) ,然而 飞行 时 间 却 相差 投 大 ( 堆 要 过 渡 为 259 天 ,大 精 园 4 为 105 天 ,抛物 线 为 20 天)。 
时 间 的 缩短 主要 是 由 于 飞行 路 程 极 大 减 小 ( 窟 并 过 渡 的 飞行 回转 衣 为 [80° КЖЕ А 5 
92.6, 98,0 71.8"), ЖЖ ЗЕЛЕ НЕ ЛЛАР ШЕВ КА 
З АТ Жр н Ж Д] 44. 32.37.62 #35. 19,0172. #45 29 9.2, 
НЕЗ ОКНЕ Е Ао тн К 6-Я 779 04 (ЛЖ 6.1), 8 
得 隔 大 约 780 天 和 才 有 一 次 以 堆 曼 方式 从 地 球 向 火星 的 过 渡 抽 会 , 若 改 用 其 他 罗 道 过 渡 ,也 
只 有 20 天 左右 的 时 间 裕 度 ,换言之 ,如 以 与 地 球 轨道 相 雪 的 袖 圆 向 火星 过 波 , 则 发 射 窗口 
每 780 天 才 有 一 次 ,每 次 只 有 20 天 的 窗口 时 间 。 
表 6.1 各 种 过 渡 方 式 的 结果 






























м 道 

ВЕЛИ | ЖША | ЖЕ | 抛物 线 
地 面 起 飞 应 有 的 速度 и.) .567 | 13.0 13.0 | 16.67 
对 地 球 执 道 速度 的 增 量 yi/ 8) | 2.968 | 6.62 6.62 12.33 
轨道 周期 т/д 518 1015 | 1015 — 
飞行 时 间 74 259 105 910 70 
飞行 器 的 飞行 角 9/0) 180 92. 6 71.8 
Е 56 Я 0. /<) 255.3 103.5 的 .0 
Хі аА Ө /(9) 135.7 55 36.7 
ХАЖ А Ж д9) 

[ 例 3] 刊 用 爹 是 的 引力 摄 动 自 地 球 向 火 Ее 
星 的 飞行 方案 。 


首先 沿 着 与 地 球 相 切 于 远地点 而 近地点 在 
金星 轨道 内 个 的 椭 团 轨道 飞 向 金星 (图 2), 
出 发 点 为 1, 与 金星 相 会 在 2 点 。 在 2 处 空间 飞行 
ИВЕ | ла р КР Б 
ЮЖ З Вр лра Р АЙ 
序 地 在 地 球 К 2 КФХ Е И 
飞行 。 

先 研 究 自 地 球 飞 向 金星 在 未 阳 引 力 场 内 的 
运动 -图 有 22 中 由 1 点 到 2 点 (地 球 到 金星) 的 
ЖИ, РЕЯ Ra ,如 取 近 心 点 半径 为 # 6.22 有 引力 报 动 的 加 道 
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В. = 95 x 10 Кт, 5 Ф 


Р 


^ В+ К 
对 人 金星 轨道 半径 Ка = 108.21 х 10° km 和 К, 58 003.24), Ж НОД Й, 
К 
8, = чоон [а + е) 一 | г). 70. 7° (6.47) 


Ж ,(6.27) 和 式 (6.28) ,可 以 求 得 飞行 器 在 2 点 的 日 心 速度 о 和 速度 方向 В, 
Оно |Въ+ Вы - Rs 





= 36.98 Киз (6.48) 





Я _. Е | 
в = мео) - | 出 一 =— 11,19 (6.49) 
Юз“ К+ Вы - Кә 


空间 飞行 器 自 1 点 运动 到 2 点 所 需 往 时 间 ; 古 补 固 运 行 膨 期 之 半 , 减 掉 从 近 心 点 至 2 点 的 
飞行 有 时间。 利用 式 (3.37) ЖБО 对 应 的 篇 近 角 = 5 ,再 以 式 (3.41) 求 得 1 点 至 2 点 
的 飞行 时 间 








3 

Г, = (х- $9 + о) (502-88) Ино = 98.9 4) (6.50) 

在 此 期 间 ,人 金星 运行 的 角度 是 94 = 158.7°, ТЕТ 0, = 18 0, = 109.3 ,所 以 , 空 

闻 飞 行 器 自 地 球 出 发 时 ,金星 应 落后 于 地 球 

фз = 有 一 有 = 和 .中 (6.51) 

当空 间 飞 行 器 飞 到 全 星 时 ,如 果 认为 它 从 人 金星 后 方 进入 影响 球 , а р 

树 的 摄 动作 用 是 使 飞行 器 改 费 方向 并 加 违 。 在 金星 引力 范围 内 ,空间 飞行 器 以 双 曲 线 轨 道 

运动 ,车 取 近 心 点 半径 局 4 = 12 000 кт, Е ЖЕРЕХ УЛФ. 6.23(а) Жай, 

道 , 而 图 6.23(b) 中 是 对 应 的 速度 关系 。 图 中 рр 是 金星 的 轨道 速度 ,飞行 器 进入 金星 影响 
妹 时 ,空间 飞行 器 相对 金星 的 速度 是 ys,4 ,从 图 6.23(b) 的 几何 关系 ,可 得 





(а) 


16.23 Жан 
ии = (о) - 19008 8) + т віп pj = 7.237 fkmxs) (6.52) 
А 9291» 
эта = —2——— 
тау 


= 0.983 8,a = 100.3° (8. 53) 


第 六 章 行星 际 闻 的 航行 + 33 ， 





再 用 式 (3.66) 和 式 (3. 的 ), 求 出 双 曲 轨道 的 偏心 举 和 渐 近 线 夹 角 ООЛ у.о 的 方向 变 
ея) 


№9 (05,9%)? 
ее Ро 932 (6.54) 
из 
8 = 2are а) _ 39.88 (6.55) 
2 


由 图 6.23( 上 ,又 可 求 出 飞行 器 脱离 金星 影响 球 时 的 日 心 速 度 幅 值 和 方向 
= [00,9 )2 + - 205,5 0есов(а + 8) = = 40.80 (Калв) {6.56) 


ЁЗ = srcsin| ава} = 6.52 (6.57) 

根据 2 点 的 Rg、vi № 05 Е, ТАН 4 ФУУ АЕ А 
ЖЕНЯ АНЯ ЛИННЕЯ 

[Ер (03 ) /pe 199 сов 

[Rat{vi но воз? 8 -1 

ез = [3 (3 /pe ~ 1 cos Bt + віп 2 = 0,373 (6. 59) 

显然 ,这 是 以 太阳 为 焦点 的 横 圆 , 它 经 过 2 点 。 对 2 点 和 远 心 点 写 出 式 (3,24) ,求解 远 心 点 

半径 





Я: = arctan = 24. 3° (6. 58) 


1 А 
Юз = Ка + езсозбз) = 231.28 x 10 (km) 


1 = ёз 
和 它 比 火星 平均 轨道 半径 К, (227.9 х М km) К, ЮК АН ай а АГ ЕДЕ В 
够 飞 向 火星 。 
返回 来 再 研究 地 球 引力 场 内 的 飞行 ,从 1 起 飞 向 2 点 时 ,在 1 点 应 有 的 速度 是 


иә | № _ 
- И = 26.24 (km/ 6. 
"А Ro Ко+ Вы ти) (6.60) 


而 地 球 轨道 速度 是 оф = 妈 - 贡 ks, 所 以 飞行 器 天 出 地 球 有 影响 球 时 应 具有 тыр = м-в 

– 3.52 km/a 相对 地 球 的 速度 ， А ЕЕ у ЕЕГ РАР У ЭН о 

如 室 间 飞行 器 从 半径 为 Гриф = 6 600 km 近 地 图 轨道 出 发 ,在 地 球 影响 球 内 双 曲 线 轨 道 的 

偏心 率 应 由 式 (3,66) 计算 

аа 80а а 
А 


ег 
іл 8 3 
5 = 2ас sint Ly = 112 Te 
ёр 


图 6.24 Ж на МЕ УЕА УГ 
得 地 球 近 地 点 速度 





2 
бир = (wt) + 292 = 11.54 (Кюз) 
Tp 


它 比 半径 为 mh 的 地 球 执 道上 的 速度 大 


图 6.24 ”相对 地 球 的 运动 
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Дор = 55 - ви = 3.77 (km/s) (6.62) 
р 


这 是 按 本 方案 发 射 火 星 飞 行 器 所 需 的 能 晤 。 
6.6 ВЖЕ 


行星 际 飞 行 是 个 体 问 题 , 需 考虑 多 个 星体 同时 作用 在 空间 飞行 器 上 的 引力 ,然而 真 
正 求解 4 体 问题 却 是 困难 的 ,目前 的 做 法 是 运用 数值 计算 方法 ,数值 计算 方法 的 优点 是 可 
以 同时 考虑 多 个 星体 的 作用 ,而 且 求 解 精度 高 ,可 以 用 于 精确 分 析 飞 行 方 案 , 它 的 缺点 是 
难于 找 出 有 关 参 数 的 函数 关系 ,物理 概念 不 明显 ,不 易 掌握 各 量 间 的 内 在 联系 本 书 前 面 
各 章 都 是 把 模型 限制 在 空间 飞行 器 和 中 心 引力 体 两 者 之 间 , 故 称 为 二 体 问 题 , 它 可 以 给 出 
解析 解 ,物理 概念 明了 ,各 量 间 的 关系 清楚 ,特别 是 对 于 教学 和 初步 设计 是 十 分 方便 的 工 
其 ,而 月 也 可 以 保证 方案 分 析 的 精度 ,但 对 要 求 精度 高 的 情况 便 无 能 为 力 了 。 限 制 性 三 体 
问题 比 一 体 问题 向 前 跨 进 了 一 步 , 它 是 研究 三 个 引力 体 之 问 的 运动 的 。 三 体系 统 的 一 般 癌 
题目 前 仍 无 准确 解 ,如 果 加 上 一 些 腿 制 性 条 件 ,形成 了 限制 性 三 体 问 题 ,就 可 以 求 得 三 体 
系统 的 某 些 特性 。 本 节 中 ,这 些 限制 是 ， 

СП) 空间 飞行 器 的 质量 相对 引力 体 是 小 量 , 下 以 略 去 它 对 引力 体 的 影响 和 它 的 质量 ; 

(2) 两 引力 体 绕 其 公共 质心 做 圆 运动 。 

首先 研究 限制 性 三 体系 统 绕 其 公共 质心 的 角速度 。 在 略 去 空间 飞行 器 后 ,只 剩 下 二 个 
中 心 引 为 体 ,它们 在 惯性 空间 的 相对 转动 周期 应 该 符合 式 (3.29) 的 关系 , 即 


了 = 2 


其 中 ， 上 = СМ, + Мз), М, 和 М, НЕА ЕВЕ ， 
转 的 星体 质量 (图 6. 25),r 是 圆 轨道 半径 ,或 是 两 个 星体 之 G о 
间 的 距离 ,利用 上 式 便 可 以 求 得 线 加 轨道 运动 的 商 里 体 旋 х 


转角 速度 
27 Р 
и = т - /4 (6.63) 


130825 18 04722 m 加 人 组 成 三 体系 统 
(图 6.26) , 设 过 系统 质心 С 做 坐标 系 CXYZ， 
ТЕВЕ м, мм, — ЕЕ, М ЖМЕМ, 2 
М Я Сор рр, 
根据 C 为 质心 的 条 件 ,显然 可 得 C 至 MM 和 
М, 的 距离 


6.25 三 体系 统 


тх, у) 








й, 
| ый 





М 


_ 图 6.26 ”三 体系 统 模型 
Е М + М, 





(6.64) 








第 六 章 ”行星 际 间 的 航行 - 75. 








ша (6.65 
9 = т М, + №, ) 


а а] ТЕАТ (к, у), рую 和 pp ВОИ ДАЛЕЕ Ну 是 和 和 了 方 各 的 
单位 矢量 ) 


р = хі + уј (6.66) 
Р = x+ ani+y (6.67) 
В = (х - аз)і + уј (6.68) 
МІЖ М, $} п 的 引力 合力 (单位 质量 的 ) 是 
__ м, _ #2 
Ро ет" Р? 


式 中 ,pi = СМ, Жи = СМ, Ж М, Я 用 ;星体 的 引力 常数 ,把 式 (6,67) 和 式 (6.68) 代入 
后 有 


ft (6.69) 
ЯПА М, 和 М, 形成 的 引力 场 势 函数 为 
ё _ #22 (6.70) 
бї 2 
pt = WwW (е + ар) + у? (6.71) 
о = у (а а) + уў (6.72) 
则 有 
ар = оба) + 0-а) (6.73) 
> = буу (6.74) 
РТЫ 206.69) 又 可 以 写 为 
=- Ui - 50 (6.75) 
显然 ,由 式 (6. 75) 可 以 看 出 ,3。 和 3 分 别 是 引力 合力 在 X* 和 Y 仙 方向 的 分 量 。 


空间 飞行 器 在 上 述 作用 力 下 的 加 速度 可 由 р 的 两 阶 时 间 导 数 求 得 ,我 们 知道 ,如 矢量 
在 动 坐标 系 中 ,还 要 注意 区 分 它 在 国定 和 活动 坐标 系 中 的 时 间 导 数 ,例如 (附录 5) 
р= ръохр (6.76) 
р = р+20 хро х (юхр) +юхр (6.77) 
其 中 ( ) 和 () ЕТНО ) 取 固定 (惯性 ) 或 活动 (相对 ) 坐标 系 中 的 时 间 导 数 。 若 四 
写成 
09 = ой (6.78) 








ЖАБ, ЕН СХ 和 CY 办 并 构成 正 交 右 旅 系 的 CZ 轴 的 单位 矢量 ,w Во 的 模 , 把 
趟 46.78)》 和 式 (6.66) КЛ (6.77), РЖ о = cpnst, 得 

р = (х + 20у - wir)i (у – 205 -azy) (6.79) 
根据 千 顿 第 二 定理 ,有 


等 将 式 (6,75) 和 式 (6.79) 代入 ,分 别 取 A 方向 的 等 式 , 有 
Е +20) айу = 0 (6.80) 
5 24 - а?у =- 3 (6.81) 
以 x ЖА (6.80), (6.81) , 相 加 化 简 后 得 
тан бур) = 00 
у = ИЖЕ, 
5 - а (а + у) +0 = є (6.82) 
C 是 积分 常数 ,可 由 初始 条 件 决 定 
сини (6.83) 


5. (6.82) 包含 了 空间 飞行 器 速度 和 其 坐标 间 的 关系 ,类 似 于 中 心 引 力 场 中 运动 的 能 
量 关系 , 它 是 我 们 下 面 分 析 中 使 用 的 基本 方程 式 。 把 式 (6. 82) 移 项 ,写成 
а? = в? (д? + ү?) - 20 +26 


显然 应 有 5’ > 0, 亦 即 


w(x + ү) -20 + 2 > 0 (6.84) 
是 空间 飞行 器 可 能 的 飞行 域 , 而 
w(x) 29 +26 =0 (6.85) 


是 它 的 可 能 飞行 域 边界 ,如 果 把 式 (6.70) 代入 式 (6.84) ,并 考虑 到 式 (6.71) 和 式 (6 72). 
则 有 
2 2 
ых? 4 а?) + 元 Я + ДЕР = ~ 2С (6. 86) 
若 取 不 同 的 初始 运动 点 (xzo yo) ,规定 该 处 空间 飞行 器 的 切 始 速度 оо, РА 20 (6.70) 算 
出 该 点 的 势能 Uo, 便 可 利用 式 (6.83) 求 得 式 (6. 86) 右 侧 的 常数 C。 当 取 式 (6.86) 中 的 等 
号 时 ,就 求 得 这 种 初始 条 件 下 空间 飞行 器 可 能 飞行 域 的 边界 曲线 ， 曲线 的 两 侧 中 , 适合 
式 (6.82) 左 侧 大 于 - 2C 的 -一方 即 是 空间 飞行 器 可 能 的 飞行 域 , 对 于 地 球 , 月 球 、 空 间 飞 行 
器 三 体系 统 , 从 大 到 小 取 C1,C，,…, Cs 入 个 数值 ,由 式 (6.86) 给 出 对 应 的 可 能 飞行 域 的 
界限 , 示 于 图 6.27 ~ 6.34 中 。 
分 析 式 (6. 86) 易 知 可 能 飞行 域 的 界限 是 对 称 于 * 轴 的 ,这 是 因为 U(x,7) = И(я,-у) 
的 缘故 。C 值 不 同时 ,可 能 飞行 域 的 界限 如 下 。 当 取 较 天 的 Ci 值 时 , 若 空 间 飞行 器 距 М, 和 
М, 都 很 远 ,x 和 y 足够 大 , 则 由 式 (6.86) 可 得 
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х? + у? == 一 26уѓи? (6. 87) 
车 空间 飞行 器 在 М, 附近 , 因 x + а Ту 为 小 量 ,而 * 是 中 等 大 小 的 数量 , 式 (6. 86) 成 为 
(Кач = (CC (6.88) 

若 空 间 飞 行 器 在 М, 55, Неа 
(а-в) ву a (с (6. 89) 


| 上 述 三 式 分 别 是 以 华 标 原点 、Ml 和 М. Ж а 
АВО], п, 6.27, Е, Н) 
ЛАГА КТ ЖЕ, 空间 飞 
行 器 只 能 在 М, 和 М, 近 旁 或 相当 遥远 的 
区 域 飞行 。 

若 取 其 C < C1, 则 图 6.27 КИ: > 
始 减 小 ,而 М, 和 М 附近 的 小 圆 增 天 。 直 
至 达到 某 Ca Не, М, 各 М, 和 近 旁 的 可 能 
飞行 域 出 现 一 公共 交点 六 (图 6.28)。 通 过 
М д. ММ М, НЕ Керр КН 
相 往来 ,至 于 在 大 圆 以 外 的 飞行 器 ,仍然 xm x105 
不 可 能 跨 人 人 大略 之 内 。 若 М, 和 М, 分 别 是 图 6.27 Съ Ce 时 的 飞行 范 轩 
地 球 和 月 亮 , 则 自 地 球 上 空 200 km 轨道 通 
过 点 Д 进 人 月 球 区 域 的 速度 是 vo = 10.849 кыл 
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6.258 C= СОНИН 
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当 C 值 进一步 磊 小 时 ,和 白地 球 向 月 亮 过 渡 的 走廊 从 原 有 的 点 逐渐 拓宽 , 大圆 也 逐渐 
减 小 ,直至 基 值 3, 可 能 的 飞行 域 成 为 如 图 6,29 所 示 。C 再 减 小 ,种 和 М, 附近 的 可 能 飞 
行 域 将 继续 增 大 ,而 大 圆 减 小 ,至 C 等 于 某 一 C4 时 ,两 个 区 域 首先 在 月 球 背 向 地 球 -- 侧 的 
点 1. 联通 {图 6.30)。 


2C3=3.338 

































































































































































































































































—2 


















































































































































图 6.29 С = С. 时 的 飞行 范围 
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6.30 Се G4 时 的 飞行 范围 
Е С 继续 减少 КАТ ТЕ КАНЕ ТЕ С = Cs 时 内 外 两 可 能 飞行 域 以 
茶 一 宽度 的 走廊 联通 (图 6.31)。 
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当 进一步 威 小 到 Cs 时 ,在 地 球 背 向 月 球 的 一 个 出 现 了 第 三 个 联通 点 L3, 通 过 该 点 
空间 飞行 器 可 以 在 内 外 两 个 可 能 飞行 域 之 间 飞 行 (图 6.32)。 
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6.31 С = C; 时 的 飞行 范围 
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6.32 С= Co 时 的 飞行 范围 
с С, 时 ,万 处 的 联通 点 转变 为 联通 走 认 ， 不 可 能 飞行 域 再 进一步 稍 小 
(图 6.33). 


最 后 , 当 С ВРС: 时 ,不 可 能 飞行 区 已 退缩 为 上 和 上 了 两 个 点 (图 6.34)。 把 上 
图 综合 成 一 个 示 于 图 6.35 之 中 。 2" ия 
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5.33 С= 《时 的 飞行 范围 
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Я 6.34 С= СВ УТЕ 








图 6.34 中 的 № ~ Ls 称 为 天 平 动 点 , 在 这 五 个 点 , 空间 飞行 器 达到 静 平 衡 。 由 


246.80) 和 式 (6. 81) , 令 速度 和 加 速度 分 量 为 零 , 静 平衡 条 件 旺 
QU 
Әх 
у = 20 


а? х = 


(6.90) 


(6.91) 
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В 6.35 空间 飞行 器 在 地 月 系统 中 的 飞行 区 域 
若 把 式 (6.73) 和 式 (6.74}) 代入 上 两 式 , 将 得 到 





айк (а а а) -各 (ro = 0 (6.92) 
оі 02 
уу у = 0 (6.93) 
б1 22 
求解 式 (6.92) 和 式 (6.93) ,所 得 的 x,y 就 是 静 平衡 点 的 坐标 。 由 式 (6.93) 可 得 
у= 0 (6.94) 
20 (6.94) 代 人 式 (6.92) ,考虑 到 式 (6.71) 和 和 式 {6.72) ,有 
2. бж а) (я-а) _ 
(ака (хат =0 (6.95) 


Ня --%, о, - аг, – аў, - а Ж+ ®, На; Ма! (1 = 1,2) Жа АЖ 
а + ДА,А ЖАРАУЛУ, (6.95) 知 
Fl~ 0) = – 0, Е(- а) = жю, (ар) =- е, (ај) = ә 
Fa) =- =, (=) = = 
所 以 Р(х) ЖЕ o ,om) 之 间 随 * 变 化 的 趋势 如 图 6.36 所 了 示 , Ал) 曲线 共有 三 个 分 支 , 它 
们 与 x 办 的 交点 对 应 的 x 值 就 是 y = ОТД, 亦 即 图 6.35 中 Li{ xi,0), 
21,0) 和 L(x3,0) КАТ. 
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Ех) 
6.36 Р(х) 的 变化 曲线 
由 起 (6.53) 还 可 以 得 到 
о? — 1 0 (6.96) 
Pl 22 
Е х 后 与 式 (6.92) 相 减 ,得 
ре 2 
根据 质心 的 定义 有 а М: = аМ М C 后 得 ма = азр, Н Е 
о = | (6.98) 


代 人 式 (6.96), 又 有 w? = 全 有 全 ,以 它 与 式 (5.63) 相 比 ,并 考虑 到 wz = ri + 心 ,还 可 以 
求 得 

pl =r= а + а (6.99) 
而 了 是 对 和 М> МИ РЕ Е ВЕ Г. ЯП, 分别 与 村 ,和 MM， 
构成 等 边 三 角形 .对 于 地 月 系统 ( 见 图 6.35) 

МІ = 58 000 Кт, М1 = 65 000 km 
MaLs = 380 000 km, 
Мід = Mba = MiLs = М5 = Вс = 384 400 km 

逢 说 明 的 是 , Li、L2 和 Ls ЕК СЕ, ОЕ НИК еви ЖЕНЕ 
回 ,而 飞 向 别处 ;而 i4 和 Ls 是 稳定 的 静 平 衡 点 ,在 该 点 的 物体 出 现 了 小 偏差 ,还 会 返回 原 
处 ,因此 ,有 些 人 推论 在 这 两 点 处 会 积累 相当 数量 的 空间 “垃圾 ”。 


. $93. 
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在 交会 ,拦截 救生 、 检 收 、 对 接 、 大 型 结构 的 装配 和 卫星 组 网 或 星座 等 一 系列 飞行 任 
务 中 都 要 研究 空间 飞行 器 之 间 的 相对 运动 。 


7.1 相对 运动 方程 式 


7.1.1 轨道 坐标 系 中 相对 运动 方程 式 

设 有 追赶 和 被 追赶 空间 飞行 器 (后 
者 又 称 肯 标 空间 飞行 器 或 目标 飞行 器 )， 
取 随 自 标 空间 飞行 器 一 辣 运 动 的 动 坐标 
Ж OXYZ( 又 称 轨道 坐标 系 )。 原 点 0 在 
目标 飞行 器 质心 , OF 沿 地 球 半 径 方 向 朝 
外 , OX 与 07 垂 直 指 褒 飞 行 的 前 方 ,并 在 
目标 飞行 器 的 轨道 平面 内 ,02 与 前 两 者 
构成 右 旋 正 交 系 ( 图 7.1)。 

目标 飞行 器 的 运动 方程 式 是 (参考 式 (3.8)) 


РА і 
тн = 0 (7.1) 
rl 





而 追赶 飞行 器 的 运动 方程 式 是 
ат = у (7.2) 
г 


ЖФ, РВВ КАТАР УЛА ВТЕ 27, НЕЕ Е КА НЕ 标 飞行 器 。 由 图 
7.19 


р = Р – ГІ (7.3) 
р 是 两 空间 飞行 器 间 的 相对 距离 矢 最 。 由 于 吕 = ra -7 (7.1) 和 式 (7.2) 代 人 之 后 ， 
有 
В = бр Б + (7.4) 
ri ra 


这 是 追赶 飞行 器 相对 目标 飞行 器 的 运动 方程 ,为 便于 应 用 ,下 面 把 它 改写 成 分 量 形式 。 今 
БУК ОХ, ОУН! 02 轴 的 单位 矢量 , 则 有 
№ = – ак (7.5) 
РЁ = хі + 3] + 2 
其 中 ,x,y,x АБ ЩА 的 坐标 分 量 ,w 是 目标 飞行 器 的 轨道 角速度 。 
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图 7.1 中 的 p 是 在 动 坐标 系 中 , 它 随时 间 欧 变化 率 , 可 以 在 固定 的 ,也 可 以 在 活动 坐标 系 
中 求 导 , 其 二 阶 时 间 导 数 仍 如 式 (6.77) 所 示 。 把 式 {7.5) 两 式 代 入 式 (6.77) 中 ,考虑 到 对 
于 任意 形状 轨道 ,角速度 о 是 变量 ,可 求 得 


р = (x -wirt+ Dy УЕ (У ~ а?у ~ 205 ~ чу + К (7.6) 
2.7.4) НЕЕ Е Е] 
го = хі + (го + у) + 2 (7.7) 
м = г (7.8) 
Я 
En - Ep = Ar ri [+ r+ y+ 221-3( 有 +7) = 
ГІ "2 


түгі 一 ибп + 2riy + 02) (р +) = 
, 2 д2 
тужу (1+ = + 25-30 +71) ] (7.9) 
ГІ rl 
当 两 飞行 器 相对 趾 离 较 小 时 ,有 р < 它们 之 比 的 二 阶 
项 可 以 略 去 ,还 可 以 庶 用 近似 表达 式 


(1 + а)-5 = 1- За + ай +. (ќа < 1) 
具 保 留 一 阶 小 量 ,使 式 (7.9) 简化 为 

Sn = ло = ое (1 37)(p +r)] = 

ГІ rs 71 


peri3[ 了 之 Pi 一 (1 一 全 2 ур] = 
了 1 РТ 


иг (- ай + 25) - 2) 《 略 去 一 阶 小 量 ) (7.10) 
再 将 了 表示 为 各 坐标 轴 方向 的 控制 力 
Г = рік, ј + РЕ (7.11) 
村 是 利用 式 (7.6) „20(7.10) 和 式 (7. 11), 便 可 将 式 (7.4) 改造 为 分 量 形式 
aoy OY wt = Мхи 
ri 
了 -2ox - вх ~ а?у = 28; +}. (7.12) 
Г] 


Е = EE + /. 
гі 
假如 月 标 飞行 器 的 运行 轨道 为 图形 , 则 它 的 轨道 角速度 w 为 常 值 , 而 且 还 有 w = 25 = 
< ,所 以 式 (7.12) 三 式 还 可 以 写成 


к + 20у = ГА (7.13) 
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у -2mux - Зы? у = ў, (7.14) 
ша = ул (7.15) 
这 就 是 本 章 研 究 的 相对 运动 方程 式 , 又 称 为 希 尔 方程 式 (Hil]l”s equations), 2,(7.12) ~ 
(7. 15) 的 应 用 范围 是 相对 距离 小 于 50 km。 当 天 ,所 和 为 任意 时 间 函 数 时 ,它们 并 不 存 
在 一 般 解 析 解 。 
为 了 弄 清 两 空间 飞行 器 相对 运动 过 程 , 先 观察 无 外 力作 用 情况 下 , 式 (7.13) ~ 式 (7.15) 
的 解 和 两 飞行 器 的 相对 运动 。 此 时 式 (7. 13) ~ 2607.15) 成 为 


х+2щу = 0 (7.16) 
у 20% -3u2y = 0 (7.17) 
ри = 0 (7.18) 
2007.16) 对 时 间 积 分 ,得 
х+ 20ү = с (7.19) 
“是 积分 常数 ,可 由 初始 条 件 (0) № y(0) 决定 | 
е = х(0) + 20) (7.20) 


把 式 (7. 19) 和 式 (7.20) 代入 式 (7.17) ,得 

у + а?у = 2ufx(0) + 20у(0)] 
它 的 解 是 y(2) = dsin wt + Всоѕ wt + 21100) + 2wy(0)] ,以 初始 条 件 确 定 积分 常数 4 利 
В 518 


убо) = [2090 join wr - 2500) + 3y(0) соз ар + [2(0) +4у(0)] (7.21) 


а) 


ЕЖА АКТ. 19) ,考虑 了 式 (7.20) 后 ,积分 得 


#0) = oo ше + 22909), (О) ан вы — [33(0) + базу + (#0) _ 210. 





(7.22) 
= 方向 的 解 可 由 式 (7.18) 求 得 
zf = 200) т wt + 2(0)сов аи (7.23) 


2407.21) ~ 式 (7.23) 是 两 相距 较 近 的 空间 飞行 器 , 当 目标 飞行 器 作 图 轨道 运行 时 ， 
由 追踪 飞行 器 初始 位 置 和 初始 速度 决定 的 它们 在 相对 运 动 中 的 位 置 。 若 对 它们 到 时 间 千 
数 , 还 可 以 求 得 相对 逼 度 


уб) = у(0)соз ws + [2%(0) + Зу (0) ]sia wr (7.24) 
(1) = — 27(0)sin wt + 2[24(0) + Зоу(0) соз wr — [3=(0) + боу(0)] (7.25) 
2(1) = 2(0)с03 wt — wrtO)sin ал (7.25) 


分 析 式 (7.21) ~ 2007.23) 和 式 (7.24) ~- (7.26) 显 负 ,飞行 器 运动 方向 , 即 * 方向 
的 运动 幅 值 及 逼 度 分 量 是 ;方向 的 二 倍 ;在 x 方向 有 常 值 的 漂移 速度 ,其 位 移 与 时 间 成 正 
比 ,方向 取决 于 5 (0) 和 y(0) 的 大 小 ;y 方 向 的 运动 相位 超前 x 方向 iz 方向 的 运动 , 即 竹 直 
于 自 标 飞 行 器 轨道 平面 方向 的 运动 与 另外 两 方 向 的 运动 是 解 古 的 。 由 式 {7.23) 和 式 (7.26) 
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示 追 赶 飞 行 器 到 目标 飞行 器 轨道 平面 间 地 离 的 变化 过 程 。 
7.1.2 视线 坐标 系 中 的 相对 运动 方程 式 

有 时 我 们 希望 在 视线 坐标 系 内 求 得 相对 运动 上方 
程式 ,为 了 简单 ,将 只 在 追赶 飞行 器 和 目标 飞行 器 都 
处 天 同 : -轨道 平面 内 时 给 出 这 一 上 方程 的 推导 
(图 7.2)。 图 中 PP. 了 分别 是 追赶 改行 项 和 月 标 习 行 
я, На ЕЯ г, 的 加 轨道 上 运行 ,追赶 飞 
行 器 距 中 心 星体 的 距离 为 7,, 两 者 间 的 相对 距离 是 p， 
р 又 称 为 视线 , 它 与 随 目 标 飞行 器 一 同和 运动 的 活动 坐 
标 系 ТХУСЯОЕ АЖ) 的 XY 轴 炎 角 为 g ,两 飞行 器 间 
的 中 心 角 距离 为 Фо 

相对 运动 方程 式 的 矢量 形式 仍 如 式 (7.4) 所 示 ， 
但 因 视 线 角 了 变化 ,p 相对 ТАУ ЕЕ ЛГ 


Я = jk。 这 里 上 是 7Z 轴 ( 生 直 图 7.2 纸 面 指向 下 的 轴 ) 图 7.2 Мих 


单位 失 量 。 再 引入 视线 方向 和 与 它 垂直 方向 的 单位 矢 


易 知 ,z 方向 的 运动 是 简 谐 运 动 , 它 的 振动 频率 和 目标 飞行 器 的 角速度 相间 ,事实 上 它 表 





量 po 和 go (И. 7.2), 它们 与 构成 正 交 坐标 系 的 三 单位 拓 量 , 称 此 举 标 系 为 视线 学 标 


系 ,在 这 个 坐标 系 里 p 的 时 间 导 数 是 

р=р+ (о + О) хр 

р = р +200 + 0) хра хра (оз 0) х (Ко + 9) х р) 
式 中 ,w 是 目标 飞行 器 的 轨道 角速度 。 在 视线 坐标 系 中 
Р = № 

=- о, @ = 4 

所 以 
р = [2 - о(4 - 2) 1р + 12205 - ш) + оф] 

图 7.2 还 有 如 下 的 几何 关系 





чт Ф = Ё. оов 4 
ғ 
соз Я = 


Ое фф г] 
ra 


г 和 го 在 视线 坐标 系 内 可 分 解 为 
Г] = risin gpo + ricos 44% 
го = rasin (gq + #) ро + racos( g + $) о 
利用 这 两 式 ,可 以 把 式 (7.4) 右 侧 第 一 、 二 项 分 解 为 


Г Р Е. Е. 
(6-2) = м -一 1 
м 有 3) ГАІ isin 0 ‚оч (Я + о) ро + 


1 
нов 4 – -cos (# + 9) 140 
Г] ға 


(7.27) 
(7.28) 


(7.29) 
(7.30) 


(7.31) 


(7.32) 


(7.33) 


(7.34) 
(7.35) 
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展开 上 式 中 的 和 角 正 弦 玉 余弦 ,并 以 式 (7.32) 和 (7.33) 代入 ,整理 后 得 


1 шо_ 7 11 7.36 
Д - sin 0- ipo + ип – 132605 940 (7.36) 


2 
再 利用 op < < mr 和 mc< < 六 МР 项 并 应 用 近似 公式 
1 


(I + Ar) "Tel мАх (ТА |< 1,m >» 0) 
于 以 求 得 


1 











... —5 
(rf + р +2 ета) 
і 





[1 _ . 
3 Е: 
3 
{1+ г. + 2 ша)? 
ri ri 


3 3 
Уп 一 【十 2 та)-2] =ч 22 пд 
rl Г] Г] 


НЕК Л 1.36) ,并 取 mr = m, 可 以 得 到 


. 3. 
и 一 5) = и, — о)ро + 2 7 23112940 (7.37) 
由 于 ниг = 7, (7.37). (7.31) 和 
f= Тро + Го (7.38) 


代 人 式 (7.4) , 求 得 视线 坐标 系 内 的 相对 运动 方程 式 是 
в - об(9- а)? = Зоо? в? — ош? + Х 
од + 2р0 - ш) = 了 oo2sin24 + 
化 简 后 ,有 
Pp = 092 + 2ра - Зри?зи?а = Ё, (7.39) 
ОФ + 204 - 2o6 — 3 puisin2g = у, (7.40) 
ВАТА ЕЧ В д ЗА Я ЕЛЕ Е, ар рд 3, 或 认为 两 飞行 器 在 均匀 
引力 场 运 动 ,上 两 式 内 有 美 含 w 的 项 均 可 了 略 去 , 便 有 
6-64? = (7.41) 
pg +2р9 = ў, (7.42) 


7.2 空间 飞行 器 的 交会 和 对 接 


使 两 空间 飞行 器 在 轨道 上 相遇 的 飞行 过 程 叫 做 交会 ,使 两 飞行 器 在 交会 后 ,相对 速度 
为 零 的 过 程 则 被 称 为 对 接 。 

交会 和 对 接 是 十 分 有 用 的 飞行 操作 , 它 可 以 用 在 空间 站 和 飞船 飞船 与 飞船 或 任意 两 
空间 飞行 占 之 间 人 员 交 换 载荷 装 印 .在 较 检 修 、 人 员 拯 救 以 及 空间 装 本 或 建筑 等 一 系列 
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任务 之 中 。 

两 空间 飞行 器 做 交会 对 接 时 ,通常 都 是 一 个 飞行 器 在 轨 被 动 飞行 , 称 为 目标 飞行 器 ; 
男 一 飞行 器 在 控制 力 的 作用 下 作 机 动 飞行 ,以 不 同 规律 飞身 目标 飞行 器 , 它 又 称 为 追赶 飞 
行 器 。 

为 了 简化 交会 对 接 技术 , 常 令 目 标 飞行 器 在 圆 或 近 圆 轨道 上 飞行 ,人 迫 赶 飞行 器 则 先 射 
人 或 机 动 到 与 目标 飞行 器 具 面 的 权 贺 或 圆 轨道 ,后 者 可 以 高 于 或 低 于 前 者 , 称 为 过 渡 轨 
道 。 待 到 合适 的 时 刻 开 始 交会 或 对 接 的 过 程 。 

整个 交会 对 接 的 过 程 , 按 变 轨 狂 制 的 方法 
和 要 求 的 不 同 可 以 划分 为 四 个 阶段 ,图 7.3。 

(1) 地 面 导 引 段 。” 当 目标 飞行 器 在 上 点 ， 
追赶 飞行 器 在 1 点 时 , 怡 为 交会 对 接 窗 口 ,在 地 
面 站 的 时 引 下 , 进 赶 飞行 器 沿 桶 贺 轨 道 飞 向 比 
目标 飞行 器 低 (或 高 ) 数 十 公里 (如 30 ~ 50 km) 
的 图 形 停泊 轨道 。 此 阶段 的 终点 ,两 飞行 器 分 
别 在 点 2 利 2。 

(2) 自动 寻 的 阶段 当 追 赶 飞行 器 在 有 距 目 
标 飞行 器 100 km 左右 及 更 近 时 , 星 上 微波 雷达 
或 激光 雷达 (或 其 他 探测 装置 已 能 捕获 日 标 ， 
就 可 以 开始 作 自 动 寻 的 飞行 。 这 个 阶段 除 备 达 
外 ,还 要 应 用 陀螺 器 件 及 红外 地 平 仪 . 杰 阳 敏 
感 器 等 测量 装 轩 ,在 它们 的 协助 下 , 根据 不 同 873 ХАНА 
的 导 引 规律 将 追赶 飞行 器 引 向 目标 飞行 器 ,图 7.3 中 2 至 # 和 2 至 3 分 别 是 两 飞行 器 的 飞 
行路 线 。 

(3) 最 后 还 近 段 ” 当 两 空间 飞行 器 达到 帆 距 约 5 km 的 点 3 和 3 后 , 先 主动 保持 距离， 
等 待 有 利 时 机 进行 最 后 逼近 。 在 最 后 各 近 段 仍然 利用 星 载 测 量 装置 ,控制 追 越 飞行 器 进 -- 
ДН 5 ВИТАЯ З ВЕХИ ЕДЕ ЧЕ, ИЕГИ) Е 8 05 „ВЖ К 
З АТАЕВ ЕДЕН ДАЕ ВАЕ ВН СПРН 7 з А 
Ф) ЗНН Е В РАН ВБ В ЭКА 

(4) 对 接合 找 阶 段 ЧЕН, НЯН Е ИЕН РЕ РГ 
姿态 数据 并 对 准 对 接 轴 后 ,就 可 以 开始 对 接合 拢 操作 。 这 个 阶段 应 保持 接近 速度 进一步 放 
慢 , 维 持 资 态 稳 定 , 平 稳 地 平移 接近 目标 飞行 匡 ， 直到 相距 约 1. 5m 左右 时 停止 ,然后 在 更 
准确 的 测量 和 控制 下 ， 移动 到 更 近 的 距离 ,停止 后 借助 对 接 机 构 完 成 两 空 间 飞 行 嚣 的 机 械 
联接 ,或 经 慢 巡 飞行 的 轻微 撞击 使 对 接 机 构 互 锁 而 联接 。 

地 面 避 引 段 ,事实 上 和 前 面 叙 述 过 的 两 圆 锁 道 间 过 渡 并 无 二 致 ,本 节 不 再 羔 述 。 

Е] 动 寻 的 阶段 ,要 进行 较 精确 的 轨道 飞行 , 导 引 控制 率 可 以 有 多 种 ， 比较 常用 的 有 : 

{a) 多 脉冲 交会 

这 种 变 会 方法 的 基础 是 圆 轨 道 相 对 运 动 方 程式 (7.16) ~ 2007.18) 或 希 尔 方程 趟 的 
齐 次 形式 , 即 
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ты} = 1 (7.16) 
У - 204 -3u2y = 0 (7.17) 
уча = 0 (7.18) 


它们 的 解 如 式 (7.21) ~ 式 (7.26)。 如 果 以 初始 时 刻 的 速度 脉冲 控制 追赶 飞行 妖 飞 向 日 标 
飞行 器 ,并 经 过 了 时 间 后 达到 目标 飞行 器 , 则 在 ;= ГАН, У КЕНИЯ СГ) = 
УСТ) = 207) = 0。 把 这 些 关系 代 人 式 (7.21) ~ 式 {7.23) ,得 

740) ij。 «ТГ – 12 =) + 3у(0) ] сов оТ + 2540) + 4у(0)] = 0 


с) 





2у(0) 2х(0) 0 


2500) 
一 cos wT + 21. “ -] = 
г а> 


+ 3у(0) Тып wT ~ [35(0) + боу(0) 7 + [x(0) – 


200) in “Т + 200)соз оТ = 0 
上 述 三 方程 中 ,初始 时 刻 两 飞行 器 闻 的 距离 x(0)、y(0) Я (0) Ее, ТАНИ 
定 值 , 则 可 以 据 此 算出 所 需 的 初始 速度 脉冲 x、y(0) 和 2500) ,它们 和 将 保证 经 过 了 时 后 使 尊 
飞行 器 相遇 ,和 解 上 述 三 式 , 得 


200) = шт) + о РУО) (7.43) 
500) = о 200) +072, (0) (7.44) 
200) = waaz{0) (7.45) 
其 中 ， 
41 = sin wT, 147 = 1441 — Cos шт) 一 在 oo 于 Sin wT (7.46) 
ад = – 2(1 - cos ӘТ), ар = 4sin wT — 3 Тсоѕ wf (7.47) 
зз = – сої оТ, Б = ЗоТеп wT - 8(1 ~ соѕ wT) (7.48) 
如 果 追 赶 飞行 器 在 : = 0 时 刻 原 有 的 速度 分 量 是 xo(0)、yYo(0) 和 =。(0) ,风尚 需 给 它 增加 
的 速度 是 


5100) = #(0) - х,(0), 9100) = 500) – 5,00), 2100) = 200) - #,(0) (7.49) 
如 凡 和 矩阵 将 上 述 速度 分 量 和 坐标 初 值 写成 
2100) = [x1(0) y1(0) 2100)]7 
vl0) = 15,00) 5,00) 2,00)17 (7.50) 
200) = [x{0) (0) 2(0)]7 

则 由 式 (7.43) ~ 37.45) ИГОА ИЫН ЕЕ КАВЕР ГА арР РУ, АВАВ ЕЮ (0), 

740) 和 =(0) 达到 与 目标 飞行 器 相遇 所 需 的 速度 增 量 
un/b qn/b 0 
21/5 аз 0 
о 0 235 
Не = 了 时 刻 两 飞行 器 相遇 时 ,追赶 飞行 器 的 速度 可 由 式 (7.24) - 式 (7.26} 算 出 ,只 


2100) = 办 2(0) - в,(0) (7.51) 
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要 令 式 中 的 上 = 7, (0) (0). zt0) #1 х(0).5(0). (0) 仍 取 旭 上 数值 即 剖 。 如 欲 使 它们 
与 目标 飞行 妖 的 相对 速度 为 零 , 则 应 向 相反 方向 施加 数值 相同 的 还 度 脉 溃 
э2(Т) = Габ) ya TY акти 


dens wT 4а 一 3sin wT о ап/В ax 0 
(7) = - |. 2sin wT cos wT 0 | rb er 0+ 
0 0 cos «Г 3 


0 0 Са 
0 –- б0(1 – соз wT) 0 
| Зазш wT 0 о) (7.52) 


0 0 — віп wT 

利用 这 种 方法 进行 交会 对 接 的 关键 是 开始 时 间 m 和 终止 时 间 СТ = н- з) 的 选择 。 
一 般 说 ,有 三 种 选择 方式 :(1) to 和 了 都 任意 ;(2) to 固定 但 了 任意 ;(3) Я ти, 

第 一 种 方式 , 虽 有 可 能 获得 最 小 能 量 消耗 的 交会 对 接 , 但 实际 上 者 却 很 少 能 实现 。 

第 三 种 方式 ,相当 于 指定 交会 对 接 的 起 始 和 终止 点 ,在 楷 定 不 俗 当 时 ,可 能 得 到 的 速 
№ mt09 和 2 了 7 过 大 ,了 能量 消耗 太 多 。 遇 到 这 种 情况 ,可 以 在 初始 和 最 终 时 刻 之 间 增 加 一 
些 中 间 点 ,并 利用 速度 脉冲 使 空间 飞行 器 经 过 每 一 中 间 点 ,分 步 地 到 达 终点 ， 就 是 多 脉冲 
控制 方案 。 

第 二 种 方式 比较 实用 ,可 以 指定 开始 时 刻 to 和 最 大 的 交会 对 接 时 间 г, 在 这 两 个 件 条 
下 ,选取 初始 和 终止 速度 脉冲 。 

[#11] 有 两 飞行 器 在 同 平面 国 轨 道上 飞行 ， 
目标 飞行 器 的 轨道 半径 为 mr = 6 850 Ка, ВЕ 
行 器 的 轨道 半径 是 rr = 6600 kmf( 图 7.4), 在 上 = 
90 时刻 这 赶 飞行 回忆 在 目标 飞行 器 了 后 面 
$ = 4.904°, 试 决定 经 过 T= 2 744 ss 后 ,目标 飞行 
器 被 赶 上 所 需 的 速度 脉冲 ,并 给 出 相对 运动 坐标 
中 的 轨迹 和 相对 速度 。 

【 解 】] 在 上 = 0 时 刻 和 追赶 飞行 器 已 的 初始 位 置 是 

х(0) = – rpsing = – 564.264 (Къ) 
7(0) = - (ғр ~ ғрсовф) = - 274. 165 (Кт) 








当 Т = 2744 sw = (па лт) = 1. ИЗбх 10-3 
гай * 57! 时 ,应 用 式 (7,46) ~ (7.48) 求 得 
al = 0.085 77, а; = 26.38, а = – 3.993 图 7.4 ”交会 过 程 
а» = 9.476, = 15.18 

因而 从 式 (7.43) 和 式 (7. 科 ), 还 可 计算 出 

xf(0) = 0. 533 9 Киз, 5(0) = 0.025 31 km/s (7.53) 
利用 它们 可 使 违 赶 飞行 器 在 1 гр НЯ ЕН ОЕ < ТМ Е 
ВАЛ (7.21) 和 式 (7.22) 计算 ,计算 结果 见 表 7.1 和 图 7.$(a)， БЕШНЖЕЕ 
(地 心 坐 标 系 ) 内 的 轨迹 见 图 7.4。 飞 行 器 的 相对 速度 由 式 (7.24) 和 式 (7.25) 计算 ,结果 见 
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图 7.5 相对 位 置 与 速度 
#71 相对 运动 结果 
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х0) (К + #71) 
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ЗВ ЕН к Иная) о НАНАЕВ Лоу 
度 脉 冲 -为 此 ,从 表 7.1 Фа = Та 
ХОТ) = – 0.076 8 Къз 
УСТ) = – 0.012 2 кав 
ХАН ЕП А РЕ БАНЕ), (ердан. 
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b 平行 接近 法 

追赶 8 行医 的 相对 速度 рс) 如 能 随时 都 指向 目标 飞行 器 ,最 姓 定 会 追 上 它 , 若 两 飞 
行事 都 作 等 速 直线 运动 , 则 视线 将 不 改变 方向 (图 7. 押 ) , 称 为 平行 接近 的 飞行 或 平行 接近 
导 引 .图 中 7 、T2… 是 目标 飞行 器 在 相间 时 间 间 隔 内 飞行 经 过 的 点 , Pi、 Py… 是 追赶 飞行 
如 对 应 点 ,vr, pp 和 ?分 别 是 目标 飞行 器 .追赶 飞行 器 和 它们 之 间 的 相对 速度 。 显 然 两 飞行 
器 将 在 = 点 相通。 同样 的 原理 也 可 以 解释 两 滑 非 直线 轨道 运行 的 空间 飞行 器 之 间 的 相互 
运动 (图 7.6b), 只 是 在 不 同 的 时 刻 , 两 飞行 器 的 速度 和 方向 应该 有 适当 的 关系 ,以 保持 要 
对 速度 y(2) 方向 不 变 ( 数 值 可 变 ) ,这 就 是 我 们 本 节 所 谓 的 平行 接近 法 。 





图 7.6 平行 接近 法 
丙 空 间 飞 行 器 之 间 的 平行 接近 法 ,可 以 分 为 视线 在 惯性 参考 系 , 即 固 联 在 中 心 星体 的 
坐标 系 中 相互 平行 的 ,和 在 动 坐标 系 ( 如 图 7.2 中 的 TXYZ) 中 相互 平行 的 两 种 ,下 面 主要 
研究 后 者 。 
为 了 简便 ,从 忽略 了 坐标 系 轨道 角速度 w 影响 的 方程 组 式 (7.41) 和 式 (7.42) 出 发 ， 


即 
р = рф? =}, (7.54) 
69 + 209 = {, (7.55) 
从 节约 能 量 的 原则 出 发 ,可 利用 追赶 飞行 器 和 目标 飞行 器 轨道 运动 的 速度 差 , 使 它们 
相互 接近 ,这 种 情况 下 无 需 施 加 视线 方向 的 控制 力 рун ни д 力 的 作用 ， 
主要 是 维持 视线 角速度 为 零 , 以 保证 平行 接近 法 的 实现 .因此 ， 上 述 两 方程 式 成 为 
6-2 = 0 (7.56) 
09 +209 = /, (7.57) 
对 上 两 式 的 一 般 情况 求解 是 困难 的 ,下 面 将 在 特殊 条 件 下 研究 它们 [7。 
在 理想 的 情况 下 ,控制 系统 将 维持 9 = 0, 式 (7.56) 成 为 6 = 0, 因 此 
В = 2(0) + е(0)1 (7.58) 
其 中 ,op(0) 和 6(0) 是 ;= 0 时 两 飞行 器 闻 的 距离 和 相对 速度 。 然 而 了 = 0 的 条 件 并 非 
随时 都 能 保持 ,为 导出 4 的 变化 规律 ,把 式 (7. 58) 代 人 式 (7, 57), 得 
29 д 
Ч. я т, 
600) + pO рќ(0) + 9(0)+ 
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Е д 为 恒定 值 时 ,其 解 是 四 
2 ` 
?= ДА + 20 51 + 90670] (7.59) 
其 中 ,9(0) Е; = 0 时 的 视线 角速度 ,在 给 定 广 时 ,就 可 由 上 式 算 得 g。 当 时 间 с 较 短 时 ,可 
视 户 为 不 变 , 为 等 加 速度 运动 ,显然 有 yp = fy, 把 式 (7.59) 代入 后 ,得 
2 . 
Ти = 2150009). + PCO) 5} + 0000700) | 
再 把 式 (7.58) 代 人 ,最 后 求 得 
01002400) 


70.520) 7 


把 它 代 和 式 (7. 59) ,得 角速度 值 


9 = +0 (7.60) 
р 20)! 
男 一 种 特殊 情形 就 是 9 = const, 此 时 式 (7.54) 和 式 (7. 55} 成 为 
р = рд? = 0 (7.61) 
204 = 大 (7.62} 
2607.61) ЗЕМ р 再 对 时 间 积 分 ,得 
02 ор = (7.63) 


№ 
其 中 ,e 是 积分 常数 ,由 初始 条 件 求 得 
е = р?(0) ~ р?(0)42(0) (7.64) 
Х-Н (7. 63), ЗЯ 7.7. ТР 分 别 是 目 
标 和 启 赶 飞行 器 ,两 者 局 的 相对 速度 "与 视线 of0) 不 重合 , 它 名 
与 目标 飞行 器 间 的 距离 是 Ао, ДНХ 





k= р00) (7.65) yoy 
ho 
并 由 图 7.7 写 出 图 7.7 速度 关系 
0200) + pO0) 4200) = 0? 
移 项 整理 并 考虑 到 图 中 两 相似 三 角形 关系 和 式 (7.65) ,有 
"2 2 
в (0) _ 2 Ци _ _ 2 000) — 32 2 
оу С 1} = 220 в Р-Р (9.66) 
再 取 c/g ,将 式 (7.64) 代入 并 考虑 到 = const = 000) 的 条 件 ,还 可 写 出 
с 2200) 2 2 
= 0000) = р 2 7.6 
Я-то) © = 01000-2) (7.67) 
利用 式 (7.67) 的 关系 ,以 02 除 式 (7.63) ;可 以 得 到 不 显 含 时 间 变 量 的 方程 式 
а 2 
(2) = в) 2) (7.68) 
е9 


Аа 














54. (7.68) 又 可 改写 为 
(у _ р? = 2-9 (7.70) 
99 
它 的 解 是 [9] 
Р = Ча + - Пезр[З (4 - а(0))] - 


{УР -1- Dexpl+ (9 – 4(0))]} (7.71) 
式 中 ,上 面 的 符号 是 对 于 两 飞行 器 接近 的 情况 ,下 面 的 符 导 是 远离 的 情况 ,对 式 (7.71) 取 
时 间 导 数 , 代 入 式 (7. 62) 即 可 求 得 所 需 的 控制 力 大 ,由 式 (7.70) 显 见 


<А = + у д’ + 2-2 (7.72) 
9 





因此 ,5 > v2 - А ТА, Ш. 65) 和 图 7.7 И А НЕК, 


‚р 
МА = 1, Ву (0) Ф 4(0) = 了 时 , 式 (7.71) 成 为 


900) = Герба - q(0)) + exp(9(0) — 4)] (7.73) 


2 #8 (9 - 4(0)) 的 增加 而 增加 ,这 可 由 图 7.8 在 出 ,该 图 还 据 式 (7.71) 以 名 为 参数 绽 出 
ЗНА, а 组 曲线 是 取 式 (7.71) 中 下 面 的 符 导 ,而 名 是 取 土 面 符 号 的 ,两 组 的 交界 恰 
是 下 = ТН. 











20 
30 15 Б ! 
1.3 | 
1=12 ра 
20 
ќ=1 
ТОЖ — 
== 1.3 
в _ 
0 2.0 _ 1.5 
0.2 0.6 1.0 1.4 18 


图 7.8 元 的 变化 曲线 
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мак < С> 400) > Т) 时 ,攻取 式 (7.71) 上 面 的 符号 (接近 过 程 ), 当 9 - 
9(0) 较 小 时 ,9 РЯ, НИР — 9(0) 的 增加 而 减少 ,直至 5 = V2 六 点 (图 7.8 中 的 





虚线 ) а. 4 - 4(0) 再 墙 加 ,上 述 导数 转变 为 正 , 万 将 随 着 9 - 940) 的 增加 而 渐渐 
增加 。 

м 050400) = 入 ) 时 , 式 (7.71) 成 为 

р = еж (а - 9(0))1 (7.74) 

上 上面 的 符号 表示 两 飞船 将 逐渐 接近 ,下 面 符号 则 表示 远 高 。 

шр 05040) < НЕЕ = 0 的 点 消失 ,导数 单调 变化 ,追赶 飞行 器 要 么 音 
调 地 远离 ,要 么 单调 地 接近 月 标 飞行 器 。 

由 图 7.8 的 曲线 可 以 得 出 如 下 结论 。 

(91 (90) = 2) 时 ,对 于 和 < 0 的 情况 ,追赶 飞行 器 将 单调 地 接近 日 标 飞 
行 器 ,只 有 К = #3 的 情况 接触 时 相对 速度 为 零 ,其 他 情况 有 撞击 。 

(2) 当 1 < 下 < > > 9(0) > 至) 时 ,在 g - g(0) 较 小 处 , 随 着 9 - 00) 的 增加 ， 


追赶 飞行 器 接近 目标 飞行 器 ,在 5 = V 2 - 要 时 两 者 最 接近 ,其 后 当 ，- 400) 增 大 时 , 变 
为 远离 月 标 飞 行 器 。 





с 渐 近 接近 法 
当 应 用 式 (7.41) 和 式 {7.42) 两 式 时 , 若 取 
№ = – 201р ~ рд? - Бр (7.75) 
Л =- 26364 + 204 - Вар (7.76) 
则 有 
В + 2р + Бр = 0 (7.77) 
9 +269 + 849 = 0 (7.78) 
如 黑 取 
Б> > 0,02 < Б, (7.79) 
则 式 (7.77) 和 式 (7.78) 的 解 是 
оп) = Ри, Ае) + 5 (7.80) 
(8) = г + 0(D) ]sing 十 К (7.81) 
А, о(0) .2(0).4(0) 和 9(0) 是 相应 量 的 初始 值 , 而 
= жу В, = УМ (7.82) 


О-у - 5 (7.83) 
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这 就 是 说 ,引信 式 (7,75) 和 式 (7.76) 的 反馈 控制 律 后 , 原 相互 完 合 的 相 凋 运动 方程 
式 (7.41) 和 式 (7.42) 成 为 解 而 的 了 ,并 且 视 线 р(1) 和 视线 角 7 部 渐 近 地 赵 近 于 零 , 即 
两 飞行 器 最 终 地 相 过 到 一 起 , 昌 无 碰撞 。 

由 于 式 (7.80) 和 式 (7.81) 都 是 按 指数 律 变化 的 ,这 种 接近 方法 又 被 称 为 指数 接近 
律 . 渐 近 接 近 法 还 可 以 从 式 (7.13) 和 式 (7.14) 出 发 , 若 取 





Е = – 2615 - соя + 20у (7.84) 
Р = ~ 2сзу = сау — 2х (7.85) 
ИА (7. 13) 和 和 式 (7.14) 成 为 
х +265 + Сох = 站 (7.86) 
у + ler + (е ~ За )у = 0 (7.87) 
如 取 
et < се < (es ~ За) (7.88) 
并 令 
О. = ус cf,f = М ва - wie (7.89) 
2007.86) НЕА, (7.87) 的 解 是 
хо) = = [Е + 251200) ]sin Па + х(0) соз 0. (7.90) 
y(t) = “I + B70) Jsin Пи + у(0) соѕ 14} (7.91) 


пов Кт Е КАТАА АГРА ЕНЕ а ОН, 

在 二 述 两 个 坐标 系 内 ,只 要 选择 合适 的 Бу, Во, 或 c1,c2,… 就 可 以 获得 不 同 的 交会 
对 接 过 程 。 

a 按 最 优 深 制 律 的 交会 方法 

为 了 简化 问题 的 说 明 , 令 式 (7.13) 和 式 (7. 14) 中 的 含 w 项 是 小 量 ,将 它们 略 掉 , 因 而 


有 
х= р (7.92) 
У = 5, (7.93) 
这 相当 于 在 无 重 为 空间 的 两 维 运动 。 如 设 £ 和 /是 开关 控制 量 , 即 
А 
f= 0, i= х,у (7.94) 
– ў; 


它 有 三 个 可 能 的 取 值 , 即 р, — ДЖО, = const。 
首先 分 析 相 平面 中 的 运动 规律 , 取 % 方向 为 例 ,对 起 (7., 92) 做 两 深 积 分 ,得 


xf = fr + x{0) (7.95) 
ЕР. 
хб) = 57 + х(0) + (0) {7.96} 


由 上 两 式 销 去 上 后 ,得 
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x(1) 2 0) 0 (7.97) 


其 中 ,x(0) Ж (0) 6 Х УНР Е о 
(7.97) КТ НН, БЕНЯ с, (7.97) 可 以 写成 


"2 
X(t) -= (7. 98) 


.了 
с = #(0) - 5 (7.99) 


ЧЕРИ Е. „РАЗН УК НАЛЕ 1 П, ВА 7. 9 НЕ Е «Че = 0 时 ,抛物 
БЕЛЕК Х НИНЫ); 4 с = cl 时 ,抛物 线 平 行 地 向 右 ( 如 cl > 0) 或 左 (如 с < 0) 移动 
一 个 距离 x = clo 每 条 曲线 都 表示 在 c 和 六 值 条 件 下 追赶 飞行 器 的 运动 状态 , 即 它 在 每 一 
时 刻 的 位 置 和 速度 的 关系 ,其 中 c = 0 的 曲线 能 使 两 飞行 器 相通 。 罗 示 曲线 组 都 是 对 于 
万 > 0 的 情况 ,如 果 六 < 0, НН ОХ ЭРЕ 180 ,图 7.10 绘 出 了 当 ec = 0, 而 大 为 正 
或 负 值 时 得 到 的 抛物 曲线 ,图 中 , 当 /> 0 时 ,速度 逐渐 增 大 ( 负 值 减 小 ) ,而 视线 的 距离 逐 
渐 碱 小 (接近 目标 飞行 器 )。 两 飞行 器 相 下 后 停止 ,因此 д > 0 的 抛物 线 中 ,只 有 第 四 象限 
中 的 曲线 有 实用 意义 ,并 以 实 线 绘 出 ,还 以 箭头 指明 了 运动 的 方向 。 同 理 , 当 f. < 0 时 ,第 
二 象限 的 曲线 是 有 意义 的 ,其 运动 方向 也 以 箭头 指明 。 显 然 , 若 初 始 状态 x(0) 和 (0) #8 
是 式 (7.99) 中 的 。= 0 时 (如 图 7.10 中 的 4 点 或 4 点), 则 在 正 的 f.( 对 于 4 点 } 或 负 的 
(对 于 4' 点 ) 作 用 下 ,追赶 飞行 器 的 运动 参数 将 沿 图 7.10 的 实 线 从 4 点 (或 4' 点 ) 逐渐 

ж АЕ НАК ЕНБ, 
假如 追赶 飞行 器 的 初始 条 件 并 不 满足 с = 0, 初 始 状态 点 将 不 在 图 7.10 的 实 线 上 ,而 

д 





ЈА) 











С < Сао 6, 


Ато ища 





- 98 - 空间 飞行 器 动力 学 





是 在 图 7.11 的 1.2 点 或 3 点 ,为 使 追赶 
飞行 器 与 骨 标 飞行 器 相遇 ,上 АЖ 
正 值 ,要 么 翅 仙 秆 , 以 2 点 为 便 , 先 利用 
ДР Е, 使 速 诬 逐 渐 减 小 刘 替 ,再 
变 为 负 并 在 2 点 种 实 抛物 线 相 交 , 在 
2 点 切换 为 止 控制 力 产 ,运动 状态 则 沿 
АННЕ ИТ ЛИ ОРТ Ей 
始 条 件 也 有 类 似 的 情况 , 先 施加 负 大 
вр 点 后 切换 为 正六 的 控制 过 程 。 同 
理 对 于 3 点 描述 的 初始 状态 , 则 可 先 施 
册 正 天 达到 3 点 后 改变 为 负 六 ,最 终 也 
可 达到 原点 。 

这 样 ,我 们 就 以 。= 0 时 的 两 条 相 
轨迹 的 第 二 .四 象限 部 分 构成 的 曲线 
把 图 7.11 所 示 的 相 平 面 旭 分 为 两 个 区 
域 。 在 曲线 右 侧 为 ] КЖ, ЕЕ © 
域 , 若 初 始 条 件 点 落 人 人 Т 区域, 应 先 施 
加 负 的 控制 力 ( 反 之 ,在 [区 域内 则 应 
加 下 /.) ,使 运动 状态 达到 ce = 0 的 曲 
线 , 再 切换 为 相应 的 正 { 或 负 ) 控制 力 ， 
直至 达到 原点 0, 

秀一 种 控制 方法 是 利用 乒 = 0 的 状 
态 . 假 如 初始 状态 在 1 点 (图 7.11), 和 前 
种 控制 方法 一 样 , 先 施加 负 六 使 运动 状 
态 从 工 点 沿 虚 线 抛物 线 向 定点 运动 , 当 
状态 达到 а 点 时 ,使 控制 力 突 降 至 零 。 
РИН Е КАТ ВУ ВР а 点 对 应 的 
负 值 ,在 这 - -速度 作用 下 ,飞行 器 将 等 
ЖНА х 减 小 的 方向 运动 ,其 状态 将 沿 
与 ОХ 轴 平 行 的 直线 ,从 а 点 送 动 到 与 ти 间接 到 达 原 点 
实 线 相交 的 me 点。 此 时 , 若 施加 正 £, 则 运动 状态 将 沿 实 线 运 动 到 原点 0. 

后 一 种 方法 所 消耗 的 能 量 ,无 疑 要 比 第 一 种 方法 少 。 从 节能 的 角度 讲 ， 当众 点 出 1 发 
之 后 ,a 越 靠近 | 所 ,能 量 越 低 ,然而 由 于 速度 小 ,所 需 的 时 间 就 会 增加 ,两 者 成 反比 的 关 
系 ,假如 适当 选择 a 点 的 位 置 ,将 取得 时 间 和 消耗 的 能 量 均 可 接受 的 和 白 中 方案 ,这 就 是 本 
小 节 所 谓 的 最 优 控制 的 售 义 。 

为 求 最 优 控 制 律 ,首先 得 建立 目标 函数 J, 它 是 交会 对 接 的 总 时 间 Г 和 消耗 能 量 的 加 
要 和 
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г = кта | адтай (7.100) 


其 中 ,天 为 加 权 系 数 。 

一 般 情况 下 ,交会 对 接 开始 时 初始 速度 *(0) = 0, 而 xf0) 0, 我 们 即 以 此 为 前 所。 在 
这 种 情况 下 ,了 应 为 三 部 分 时 间 和 :上 和 目 1 点 至 e 点 的 时 间 ( 图 7.13) ,ea 点 至 中 点 的 时 间 和 a 
点 到 口 点 的 时 间 。 由 于 天 为 正和 人 负 值 的 曲线 互相 镜面 对 称 , 易 知 ,从 a' 点 到 0 点 的 等 减速 
运动 时 间 应 和 从 0 点 到 a 点 上 反 向 进行 的 等 加 速 运动 时 间 相 等 ,其 
№ 
Нр, оо 点 对 应 的 速度 ,显然 ,根据 等 加 速度 运动 原理 ,还 可 求 得 0 点 到 a' 点 
和 1 点 到 а 点 的 距离 ,它们 也 是 相等 的 ,其 值 是 





T= (7. 101) 





е 
х = ео (7.102) 
而 а а’ 点 的 距离 应 是 x(0) - 2x,, 这 段 距 离 竟 运行 时 间 是 
2 240) ~ 24, (7. 103) 
所 以 ,总 的 飞行 时 间 是 了 = 2Т, Т, 007.101) - 27. Ю3) 代 人 ,有 
х” #(0) 
Т = +=. (7.104) 


考虑 到 A = const, 和 它 的 作用 时 间 为 1 点 到 а 点 和 点 到 0 点, 即 在 27 时 间 间 隔 
М, НА (7.100) 中 的 积分 应 为 
Т РЫ "5 
?| А = 2 一 0) = 25 
В, 3. (7. 100) 成 为 
= кб + #0)) + 26° (7.105) 


а 





我 们 的 任务 是 要 选择 %* 值 ,使 得 J 达到 极 小 。 为 此 取 -4 并 令 其 为 零 ,可 得 


(xz ) = K+ 2F х(0) 





此 外 ,ea 点 对 应 的 横 轴 坐标 是 
x _ (х') 
< (0) ~ 23, 


由 后 式 解 得 x(0) ,代入 前 式 , 即 求 得 从 不 同 的 x(0) 点 出 发 ,所 得 a 点 在 相 平面 的 曲线 
к К + а нур 
= 2. Хх 
它 是 相 平 面 右 侧 的 抛物 线 , 我 们 所 需 的 是 第 四 象限 中 的 那 一 部 分 曲线 ,如果 连 у 为 负 值 
时 的 a 点 的 曲线 也 一 同 描述 , 则 上 式 可 写 为 


* К + 4}, "жр та 
х -- 58у lx |x 《7.106) 
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这 就 是 a 点 (图 7.12) 所 在 的 曲线 。 存 这 条 曲线 上 , 原 以 正 或 负 р ВЕБ Кр В 

















图 7.12 最 优 控 制 的 开关 线 
换 到 零 控 制 力 状态 , 故 又 称 为 关 钱 。 相 应 地 , 内 飞行 器 的 运动 状态 沿 a 点 运行 到 a' 点 
(图 7.12) 时 ,又 应 切换 到 正 或 负 р 控制 力 模式 , 故 a 点 所 在 的 曲线 又 称 为 开 线 ,其 方程 
式 志 可 类 似 地 写 为 


x = - 55 РЕБ (7.107) 
ЖАЦ 大 АВЕ, ПЕНИЕ р ЖЗ КВ КЗ. 
在 图 7.12 中 ,并 线 与 关 线 之 间 的 区 域 称 为 看 СЗ Е СРЖ ДЕЗ ЛЕН 
所 = 0; 辕 区域 右 侧 为 工区 域 ,在 其 中 施加 人 负 的 控制 力 -上 乒 ; 最 左 侧 是 Л РЖ ЛЕНИ 
加 正 的 控制 为 大 图 中 还 示 出 了 当初 始 状态 在 1 点 .2 点 或 3 点 时 ,把 息 踪 飞行 器 导 引 到 与 
目标 飞行 器 相遇 的 飞行 过 程 , 上 述 控 制程 序 可 以 写成 
К +4, 
2 Ку. 
к-р 11 0 
А = х рах > 0 (7.108) 
- 5,4 ” 
х >з я < 0 
0, жх, 为 其 余 条 件 
对 于 у 方向 ,也 可 以 同 祥 的 方式 处 理 , 所 得 结论 和 > 方向 相同 ,控制 规律 与 式 (7. 108) 
АУ, НЕ «ву 即 可 。 
士 面 所 得 的 控制 律 是 在 简化 后 的 方程 式 (7.92) 和 式 (7.93) ЖЕН РЕ, И! 
式 (7.13) ~ 式 (7.15) 为 基础 导出 前 最 优 交会 对 接 控 制 方法 ,由 于 式 (7.13) ~ 式 (7.45) К 





х < - 


л. Ч 


ГАТ е < 0 
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式 (7.92) ~ 式 (7.93) ета ЖИ. 13) ~ 
(7.15) 也 略 去 了 一 些 较 小 的 项 ,并 非 完全 准确 的 方程 式 , 这 是 应 该 记 住 的 。 

此 外 ,为 构成 一 定 的 控制 规律 ,必须 根据 右 求 在 空间 飞行 器 上 设置 测量 装置 .例如 ,为 
实现 式 (7.75) 和 式 (7.76) 的 控制 规律 ,应 能 测 得 (或 计算 求 得 )o、p .gq 和 9 等 ;而 为 实现 式 
《7. 108) 的 控制 规律 需要 测 得 {或 计算 出 )x ,x 等 作为 控制 力 { 昌 然 是 国定 值 ) 的 切换 条 件 。 

最 后 ,在 研究 各 种 导 引 律 时 ,都 是 把 空间 飞行 器 视 为 质点 ,而 未 考虑 它们 的 尺寸 效应 。 
真实 应 用 这 些 导 引 律 时 ,必须 计 人 飞行 器 的 尺寸 和 形状 ,并 考虑 轨道 运动 与 砍 厅 运动 的 耦 
В.Е ЪТ а ЫА АНЯ, Е ШН (х, у 或 c) 成 为 负 值 时 ,更 应 注意 ,最 好 把 
出 现 相 对 距离 为 负 的 情况 剔除 。 





”102 。 
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前 述 各 章 有 一 共同 的 假设 , 即 引 力 体 被 视 为 质量 全 部 集中 在 质心 的 质点 ,然而 这 一 候 
设 有 些 时 候 却 会 造成 一 定 的 误差 。 此 外 ,二 体 问题 的 简化 模型 中 , 除 相互 引 力 之 外 ,不 存在 
其 他 作用 力 的 假设 ,也 会 造成 一 定 的 影响 。 上述 各 类 影响 因素 ,使 两 体 运动 的 状态 产生 的 
相对 于 二 体 问题 变化 规律 的 偏差 , 称 为 摄 动 或 扰动 。 本 章 就 是 研究 它们 的 影响 ;实际 上 是 
使 原 米 的 模型 更 为 准确 的 过 程 。 摄 动 源 主要 有 引力 场 的 非 理 想 性 、 稀 菏 大 气 太阳风、 其 他 
天 体 的 引力 等 ,这 里 主要 研究 前 两 种 。 


3.1 地球 引力 场 的 势 西数 


中 心 引 力 体 全 部 质量 集中 在 质心 的 质点 ,在 距 质 心 > 处 的 单位 质量 受到 的 万 有 引力 
为 yAr, 当 引力 体 非 理想 时 ,不 能 简单 地 把 质量 集中 于 质心 ,为 了 解 非 理想 引力 体 引 力 场 
ЗК. 





的 实际 情况 ,必须 建立 描述 引力 场 中 引力 变化 情况 函数 
引力 势能 是 由 于 引力 相互 作用 所 具有 的 能 
其 , 它 用 引力 将 单位 质量 从 引力 场 中 某 点 移动 到 
参考 点 时 所 做 的 功 来 描述 ,表示 该 点 势能 的 大 小 。 
而 势 函 数 则 是 以 函数 形式 表示 的 热能 ,如 图 8.1 所 
不 的 任意 形状 中 心 引力 体 8 的 势 尔 数 可 通过 下 述 
方法 得 到 , 即 它 划 分 为 无 穷 多 个 微 元 体 ,其 质量 旺 图 8.1 引力 体 的 势 函 数 
dm ,和 完 写 出 某 微 元 体 在 距离 为 的 4 所 处 的 势 函 数 , 再 将 它们 的 作用 积累 起 来 ,dm 微 元 在 
与 其 趾 离 为 + 的 4 点 处 的 势 函 数 为 





40 = Е ， 
其 中 ,6 是 万 有 引力 常数 ,出 в 体 在 4 点 处 的 势 函 数 是 它 的 积分 
Чт, _ ба 
0 =) We -| ау (8.1) 


дир, В 表示 积分 这 及 8 体 ,so 为 dm 处 的 密度 ,是 其 在 8 中 位 置 的 函数 ,dV 县 dm 的 体积 。 

式 (8.1) 是 把 参考 点 选 在 无 穷 远 而 得 到 的 (可 参阅 任何 一 本 理论 力学 教科 书 ), 换 言 
之 我 们 认为 距 中 心 引力 体 无 穷 远 处 的 势能 为 零 ， 比 无 穷 远近 的 位 置 的 势能 就 是 负 的 了 。 
8.1.1 НЕМ 

显然 В р ЕРЕН ЗВ, Н, ЗТ 
它 的 性 质 , 然 后 再 与 其 他 形状 均 质 引力 体 进行 比较 分 析 , 图 8.2 所 示 В 为 均 质 球体 ,其 密 
度 为 a, 半径 是 如 ,4 点 到 球 心 0 距离 为 RCR > Кв) , 试 求 该 点 的 势 函 数 。 我 们 选择 以 4 点 
为 心 ,r 和 r + dr 为 半径 两 球面 与 号 体 所 交 的 薄 层 为 微 元 体 ,该 微 元 体 的 质量 设 为 іт, 





В ЧИНОВ С. 











帝 层 上 各 点 与 4 点 的 距离 均 为 r, 故 微 元 壳 体 在 4 点 的 扫 , 
函数 是 ‚4 
ай = - ат 22 ау 


为 求 得 ау, В А М, 04 НЫНЕ, ВОК 
为 站 和 8 + 和 98, 它们 和 先前 的 球 壳 所 交 的 圆 环 长 度 是 
27гэіпб( 图 8.2), 截 面积 是 rd8dr, 所 以 ,把 它 代 人 上 式 ， 
并 取 对 整个 记 球 的 积分 , 则 均 质 球体 的 势 函 数 是 

下 = 2 2лоб] (хз дадаг 


由 图 8.2 知 ,积分 限 是 :对 于 2 НО ЖОРА А, 
Ф Къ Re, 可 由 图 3.2 解 三 角形 求 得 (余弦 定理 ) 


+ В 








90 = агссоѕ в” 
所 以 
+г қ? 
пй CCUG В 
и = - 2rcc| | ( 2,0 эт 9994 = 
КВ, 0 
Г 2 2 _ 222 
-. 206] cr а К Е “в dr = 
4лг p3 С 
- з Ёр 
47 Кў | 
Я Я в = МВА Е, [А В 对 4 КН Е. 
М 
И=- 6-5 (8.2) 


这 就 是 说 ,对 于 均 质 球 , 势 函 数 相当 把 爹 部 质量 集中 在 其 质心 作用 的 结果 , 其 形式 恰 如 
式 (3.18)。 


如 对 民 取 导数 , 则 式 (8.2) 成 为 4 = ЕВЕ ВИТА 点 单位 质量 的 万 有 引力 
一 般 地 说 ,作用 力 和 势 活 数 的 关系 是 


f=-pgadU = _ 98, _ 98, аи 


Br' 5,1 - 2: (8.3) 
grad 是 梯度 算 子 符号 ,i 是 以 B 体 中 心 为 原点 的 0XYZ АЕ У ,了 和 3 方向 的 单位 矢 


量 { 图 8.3})。 





由 图 8.3 有 
Re Vr (8.4) 
把 上 式 代 入 式 (8.2) ,再 代 人 式 (8.3) ,得 
fi 528 (8.5) 


г 104. тале 





显然 ,可 以 求 得 了 的 各 分 量 





万 = Ре 
|2: 
У, = 7 рз? (8.6) 
м 
= - кз? 
只 要 把 上 述 三 式 代 入 了 = Пре рут, пиву 
= ШЕ ВРА 点 单位 质量 的 方 有 引力 。 图 8.3 引力 的 分 量 


事实 上 ,把 地 球 视 为 均 质 球 , 在 许多 塘 合 都 能 得 到 精度 足够 的 结果 。 但 实际 上 ,真实 的 
地 球 并 不 是 球形 ,而 是 赤道 半径 较 大 ,两 极 方向 较 小 的 接近 椭 球 的 星体 ,让 要 求 精度 较 高 
的 分 析 中 ,将 地 球 视 为 均 质 椭 球 ,可 以 比 均 质 球 更 准确 地 描述 地 球 的 引力 场 。 
8.1.2 ВНЕ 

盘 如 把 地 球 视 为 化 南 北极 轴 的 向 
转 体 ,在 过 南北 极 轴 的 任意 平面 内 都 
是 相同 的 椭 图 ,其 长 轴 过 赤道 , 短 轴 与 
南北 极 轴 重 合 , 长短 半 输 分 别 是 a 和 
ЬО 8.4) ВОК ОХУ, 02 与 地 轴 
重合 ,OX 自 地 心 指向 过 格林 尼 治 天 文 
台 的 子午 线 , OF 与 前 两 者 构成 正 交 举 
标 系 ( 右 旋 )。 在 地 球 内 取 一 徽 元 体质 图 8.4 НЕЕ 
Ю.Н о, 经 度 和 纬度 分 别 是 4 
Ж, Ж Е (ЙУ С у Чр ,peos ФЧА 和 ар(др 在 图 中 未 示 出 ), 则 有 dm = 


= 


op*cos фафЧАЧр, 其 中 sz 是 地 球 的 密度 ,dm 质点 对 相距 为 г ММА хуг 的 4 点 的 热 
函数 是 7 = с" еза 





2 
У = – К чт = - 26|, cosgdpgdadp (8.7) 
积分 应 遍及 整个 地 球 в. 
积分 之 前 先 化 简 分 式 十 ,如 果 把 p 分 解 在 0XYZ 轴 系 内 ,为 避免 与 4 点 的 坐标 值 混 清 ， 
以 .#9 和 8 分 别 表示 p ЕХ. У. 2 方向 的 分 量 , 则 因 + = R - p(R 是 地 心 至 4 мк), ж 


І Е: -} -: 
= [- 6) + (У? + (8-8) Не] "= 





4 
ір, е2 = 2(а5 + 15 03) 2 
г: К? 
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пу 
(а) 5 1 nt Ша? 0а?) (а < 1,n>0) 
可 将 上 式 改 写 为 
1 1 02-2096 + ур + 26) 3 0400 + уу 8) + + H+ y+ 50 
т 一 Б 1- 2 д? в 


(8.8) 


把 式 (8.8) 代 回 式 (8.7) к в . 卫 全 三 次 以 上 的 项 ,并 考 上 志 到 0 点 为 本 


下 
球 质心 , ОХ. 07.02 名 为 其 对 称 轴 , 因 而 有 
| ват = | ат = 1 ат = О, [| атат = | ат = | gean = 0 


则 势 函 数 成 为 





и. 


一 6м + РЧ 5 [= 4, бат + И] рат + 2] бат | 
М 为 地 球 总 质量 。 肯 把 dm = ор’созфдфдА ар 代入 ,考虑 到 


Ё = рсов фсоз А (8.9) 
ў = 0608 фиш А (8.10) 
$ = SIN 的 (8. 11) 


势 函数 成 为 
С с 3 бо 
И = - рМ + 565] optcospdpdhdp - т ?| preos фоод вова ар + 
у? peeospsinzhdpdhdp + 22] preos фен? gapdadp | (8.12) 


积分 时 д 的 积分 限 为 0 至 2r ,gp 为 - 5 Жо, Моно р,. р, 的 求法 如 下 :地球 表面 
在 子午 面 中 是 一 椭圆 ,方程 式 为 


=? + 2 2 
| 
а? Б? 


2408.9) 2008.10) 和 式 (8.11) КА Е, Фр = p,, 并 考虑 到 a? = 5? 4+ ezo2 ,有 





Б 
Pe = (1 е?созф 1? (8. 13) 
积分 后 , 求 得 
И = - 60 - 2686 (+2 - 222) е?а 
У РН 


4та? 
М = 37. т 
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和 д? + у? -2z = В? — 322 = В - За) 
所 以 ,考虑 到 СМ = 上 后 , 势 函 数 是 


J = [1 





2 2 
则 бе a) ааа) = 
а 


(1 - 2а + а2)а(2 a) = 2а + 0(а2) 
略 去 a? ЕВУ, НВ ЕЛЕЕ, Наво 


v=- + <] 0 з) (8.14) 


式 中 ,a ЕЖЕ, НИЕ 1,298. 25. 
З ЕЕК РЕКА ВЕ Е, А раа ОЙУУ АЗА Т Н 
的 反 算 , 求 得 的 更 精确 的 地 球 势 函数 是 


2 
ў = - “| 十 НЕЗ (Зі? ф = 1) + 
3 
5-9) (550? ф 一 3)sing + 
За 
2 
其 中 ,Re 是 地 球 赤道 半径 ,而 
Љ =— 1.082 64 х 107°, Л = 2.55 x 1056, 3, = 1.65 x 10-5, --. 
当 不 考虑 有 、J;,… 等 的 作用 时 ,得 到 均 质 球状 地 球 的 理想 势 函 数 。 若 仅 考虑 至 > НЗ 483 
和 式 (8. 14) 一 致 的 均 质 椭 球 势 苞 数 , 称 为 一 阶 摄 动 医 函 数 , 依 此 类 推 , ,js、J,,…, 只 与 
纬度 角 Ф 有 关 的 么 数 被 称 为 带 谐 系数 ,在 对 应 项 中 ,sing 以 偶 次 方 出 现 的 (如 在 Љ, 
项 中 ), 又 称 为 偶 带 谐 或 偶 带 系数 ,sing 以 奇 次 方 出 现 的 (如 在 Л, Л, 5: 项 中 ) . 则 称奇 带 
зая, 
РН НОНО, ЕДЕ 用 ,显然 有 : 当 gp = + 35°15 52 8],3sing -1 = 0, 
考虑 到 J，< 0, 则 按 式 (8. 15) 前 两 项 绘 出 的 均 质地 球形 状 (虚线 ) 应 如 图 8.5(а) 所 示 。 
者 取 第 一 和 三 项 , 则 当 pp = (Р ПФ =  50246'7" 时 ,(Ssin'p - 3)sinp = 0, 对 应 的 均 
质地 球形 状 如 图 8.5(b) 所 示 。 如 果 取 式 (8.15) 中 第 一 和 由 项 , 则 当 ф = + 19%5233 和 
= 59°26'40' 时 ,3 - 30sinp + 3531 ф = 0, 则 由 于 Л, 的 影响 ， 均 质 地 球 的 形状 应 如 
8. 5(с) 所 示 。 按 照 上 述 的 结果 ,地 球 就 好 像 被 平行 于 赤道 划分 为 若干 条 , 某 些 条 较 理 论 
球体 突起 , 某 些 条 又 低 于 理论 球体 ,这 就 是 带 谐 系数 一 词 的 由 来 如 果 更 精确 地 描述 地 妹 
的 模型 ,还 会 出 现 沿 子午 面 划分 的 高 低 变 化 的 带 ， 描述 这 些 影响 项 的 系数 只 与 经 度 1 有 
关 , 称 为 田 谐 系数 ,这 里 就 不 对 此 如 以 研究 了 。 


R 5 
22) (3 – 3051п? + Звіт) + | (8. 15) 
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图 8.5 各 前 带 谐 系 数 的 影响 
把 上 述 影 响 全 部 于 加 起 来 ,地 球 最 终 的 均 语 模型 形 
状 有 些 近似 于 梨 形 , 它 在 补 率 为 1,298.25 МНЕ 
ВИЗ |2, ЧЕ У ИН 10 л, 南极 则 四 人 了 30 ње, 
图 8.6), НЕК В ЯР О В Я НК Ще 
球体 ) 





产道 
Ке = 6 378. 144 km 
Ки = 6 356. 759 km 


图 8.6 全 部 影响 总 和 
8.2 干扰 力 分 量 引 起 的 报 动 


作用 在 空间 飞行 器 上 的 干扰 力 有 :地 球 引力 场 对 于 中 心 引力 场 ( 或 均 质 球体 引力 场 ) 的 
偏差 (引力 场 的 非 理想 性 ); 太 阳 和 月 亮 的 引力 ; 低 轨 道 的 地 球 气动 阻力 ;太阳 辐射 庄 力 。 

计 人 上 上述 干扰 力 后 ,飞行 器 运动 方程 式 (3.8) 成 为 

7 + Еу = у (8.16) 

其 中 ,了 是 作用 在 飞行 器 单位 质量 上 的 干扰 力 , 即 摄 动 加 速度 , 这 个 方程 的 解法 有 一 . 
(1) 数 但 积分;(2) ЗН. 
8.2.1 以 时 间 为 变量 的 参数 { 或 轨道 元 素 ) 变动 法 

在 干扰 力 的 作用 下 ,卫星 轨道 参数 是 变化 的 , 若 卫 星 运 
动 到 某 5 点 ,把 该 点 的 轨道 参数 固定 ,所 形成 的 二 体 运动 轨 
道 将 与 真实 轨道 相 切 ,被 称 为 密切 转 道 ,如 图 8.7 所 示 , 相 邻 
不 太 远 的 密切 轨 赣 组 成 的 平均 轨道 可 以 代替 真实 轨道 。 

在 于 扰 力 的 作用 下 ,轨道 参数 产生 的 变化 { 摄 动 ) ,分 为 
两 类 :周期 性 摄 动 , 即 卫星 运动 - - 整 周 后 恢复 为 零 的 罗 道 参 图 8.7 ОЕ 
数 的 变动 ;长 期 摄 动 , 即 轨道 参数 的 持续 变化 。 

为 分 析 于 拢 力 对 球道 面 运 动 的 影响 , 引 人 雪 道 面 坐标 系 ОХ, У,7, 和 运动 坐标 系 
СЕВА 8.8).0 ЖЕН, ОХ, 在 赤道 平面 指向 升 交点 ,OZ; ВОН, Ор 与 ОХ, 和 





108 - 空间 飞行 器 动力 学 

















02, ЧАН ЖЕ СЕ а 是 飞行 地 轴 
器 质心 ,at 与 oa 连 线 (轨道 半径 ) 重 
合 .中 在 斩 道 平面 上 与 半径 垂直 指向 
前 方 ,an 是 轨道 平面 的 法 线 , 设 ij 
为 ,也 和 Zi 方向 的 单位 和 拓 量 ; 仙 ， 
ro 和 ro 是 ,5 和 8 方向 的 单位 矢量 ， 
Го 为 地 轴 方向 的 单位 矢量 。 

我 们 考虑 的 干扰 力 在 运动 坐标 系 
中 的 分 量 /、、f( 参 考 图 8.8) 是 

Л = Лт + foo + fto (8. 17) 

下 面 分 析 干 扰 力 对 各 轨道 参数 (a， ey ip 1,2) 的 影响 。 
a. 半 长 轴 а 的 变动 








由 能 量 方 程式 
йн и 
2 r 2а 
求 得 
атга (2-1) 


ПАЈА ВОН, ОН (а, е,і,р, 02,0) 等 都 是 变化 的 ,所 以 上 式 对 时 间 求 导 ， 
有 





з) 
Н, 

2 2007.4) 
因 


代入 上 式 后 ,得 


把 式 (8. 16) 代入 后 ,得 
а = “т.р (8.18) 
由 于 


Г = гг + гд бо 


所 以 用 上 式 和 式 (8.17) ,可 求 得 
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Ра ГЕ + 70 (8.19) 
由 轨道 方程 式 
= = [+ есоѕ б 
ЕЕ БРАКЕ ЕСС В ВОО 7 
-2 =- esin 9+ 0 
或 


Р = igsing 
= 7 А (8.20) 
р 


| Ги 
гб =, Упр =_| (1 + есоз 0) 
了 р 


把 了 和 rgb 代 回 式 (8. 19) 再 代 人 式 (8.18), 则 有 


ба 2а? . 
= 一 一 一 0 . С. 1 四 
lt = [esin А+ (1 + есов Я) 万 ] (8.21) 


Ь. Е р ЗА г НЕЕ 0 的 变动 
ЗЕЕ (8. 8.3) 是 


В = гхРа vpno (8.22) 
НРА, ЕС РВК А Ека 


і ја —. 
24| ото + М рр = 了 x+ 


ло + 5070 = 756 х Ў) (8.23) 
用 轨道 参数 和 其 导数 表示 по 和 r x 六 
по 决定 了 罗 道 平面 的 取向 ,而 轨道 平面 在 干扰 力作 用 下 是 会 改变 方向 的 , 即 有 绕 节 
线 天 КС 8.8) 的 旋转 9 ; 绕 до 的 旋转 口 , 所 以 轨道 平面 的 旋转 角速度 (因而 还 有 其 
单位 矢量 mo) 是 
м = сщ + Qh 


单位 矢量 mo 的 导数 是 
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ПЕ Wx Ho 


将 请 代 人 上 式 , 有 
по = С х по) + об, х по) 
由 图 8.8, 有 
lox по = Sini # 
вх п 三 一 下 
因此 ,最 后 得 
no = у Дт ій (8.24) 
把 r x 子 写 为 


rxf=rxf.+rxf+rxf 
Tom 0 


Г = rcos (о + 0) + rsin («о + 8); 


Р, = Кс 
所 以 
хД. =- 1.605 (о + 9) + rsin (0+0 
将 上 式 代 回 表 达 式 中 ,得 
rxf=- frcos (а + 0) + rsin (о + 日 + тта (8.25) 
把 式 (8.24) 和 式 (8.25) 代入 式 (8,23), 有 
一 了 + Озшй + зто = ГЫ гӯ, соз а + OF + rhsin(w + 0)Ё + тту] 
(8.26) 
上 元 两 端的 各 分 量 应 保持 相等 ,所 以 
а = ћете + 9) (8.27) 
| 
ЧР = 2 „1 (8.29) 


由 以 上 三 式 看 出 :+ 92 ЯД НХ АНЯ НИК, 


Шо + 8 = ОВ, р 9 40/4: 影响 最 大 ,而 w+8 = 50,9790 影响 最 大 。 
с. Я е 的 变动 
由 前 面 给 出 过 的 方程 式 p = а(1- е2) 的 导数 求 出 


р = а(1 一 е?) 一 2aee 
ЕІЯ 
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de _ 2(1 - е?) _ р ар р 
9: ^ 2ае 2ae ?аѓе 2ае 


ра 的 方程 式 (8.29) 和 式 (8.21) 代 人 上 式 , 有 
de Ч Drs . cos 一 Ре - 
di = генд {+ (1+ есов 8)f] И = 


М [а-а [ев] 











其 中 
2 
1 , cosg — -^ = (1 - г.) + сова = (1 - е) + cos0 = 
е де е а е Ё + evosd 
е + созӣ _ 
Ту есовй + 938 = р 46 + 0050) + 005 


把 它 代 回 原 式 ,有 


Че РГ. г Р 
de на (тн а + а] (8.30) 
4. 联 拱 线 的 旋转 与 w 的 变动 
卫星 在 轨道 上 ,由 于 受 于 扰 的 影响 ,其 轨道 角速度 是 (参考 图 8.8) 


(w+ PD) no + П соѕіпь 


РВСН ЕЯ Е 
й = У png = г2( + б + созі) во 
因而 
ш = Уер – 0 – бсові (8.31) 





т 


应 该 说 明 的 是 ,对 于 无 扰动 的 轨道 应 有 如 80 _ оз д НОГА 





] + ecosd 


求 导 后 


са. [ер ГР) грр 
- sin# - 9 = !| 2 |-5(2 1) (8.32) 


ЕН г АО ЗН АЗЫН О (8.20) 来 代替, 同时 将 户 和 2 的 方程 式 (8. 29) 和 
式 (8.30) 代 人 得 


1 од — м ирезш 8 
а - 


езлай [2 


ки 12 一 路 /fa + [(1 + 二 jeos 9 + Е | 
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移 项 有 
, /5 
ааа? - ТАС вела рене нр) 
把 上 式 代入 式 (8.3D ,0 的 式 (8.28) 也 代 人 式 (8.31), 有 
2 [р 
` М г г 
i 
г п ш+ 6) соз Е • ў, 
мыр віп ғ ы 
经 过 整理 ,得 
-VE ~ | 十 + 一 -sin{ оу + @)соЕ + ГА {8.33} 
e. 讨 论 


ае 描述 轨道 尺寸 和 形状 的 变化 (在 轨道 平面 中 的 ) ,与 无 关 ; 
РЯ Аар, Хоу у, У, 均 不 改变 动量 矩 六 ,而 太 = Vv wp; 


里 描述 轨道 平面 在 空间 的 取向 ， 它 只 与 六 有 关 ; 


саж 与 三 个 分 量 都 有 关 , 但 项 是 0 的 函数 ,或 者 说 该 项 是 补偿 站 的 ,所 以 , 儿 平 
Уур ж, 
8.22 Би = w+ 8 为 变量 的 参数 变动 法 

往往 取 и = w+9 为 自 变量 更 为 方便 ,特别 当 沿 轨道 运动 一 周 时 ,做 积分 运算 尤为 简 
便 。 因 








а dd 
Чи ”dt du 
du _ Я» 40 | 
di df di + 
8. (8.31) 
+8 = 2 _ дез: 
所 以 
а _ I 4 
аы м р . dt 
2 — Овоѕ і 
г 
Ж (8.28) К ЕН 各 ,有 
[43 г? а 
$ 8. 34 
Г 630 


其 中 
$ = (1 一 到 siaueo 六 
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利用 式 (8.34) 变换 式 {8.21) .起 (8.27) - 式 (8.30) 和 式 (8.33) ,其 结果 见 本 章 8.2.4 中 的 b。 
8.2.3 РЯ Е, ЩИ 
Е ЖЕ, ЕО, В 是 当地 
水 平 线 和 速度 方向 的 来 角 , 由 图 8.9 可 求 得 
fo = fcos В – fsing 





| (8.35) 
= fisin В + focosB 
还 可 求 得 

+ Бе 

соз 8 ТИ = Тир УАР 
ги 
. 图 8.9 ”坐标 系 间 的 关系 

віп В = ря 


把 式 (8.20) 代入 最 后 式 ,得 


в В = 1а 9 
В 


把 cos 六 和 зіп 8 的 关系 代 回 式 (8.35)}, 有 


У 
=. нне У, 


И +. р 


Ж (8.36) А (8.21). 3008.29), 1008.30) 和 式 (8,33), 经 过 整理 所 得 结果 列 于 下 面 
的 公式 汇总 中 , 式 (8.27) 和 式 (8. 28) ЩЖ у ЕЯ. 

8.24 ” 摄 动 方 程式 的 汇总 

a， 于 扰 力 分 量 у ржу 引起 的 轨道 参数 变动 随时 间 变 化 的 关系 


(8. 36) 





2 
ДЕ = 2 Гейт 0+ (+ осо 0). А1 (8.21) 
i = Te +9) Л, (8.27) 
40 ғ апо + 8). 
“Хор бі С (8.28) 


че = рые д+| (1+ 2.) оов 0 + lp) (8. 30) 


dw [рү сог 0 sing г 
Ч; - /2[- е Је + (1+2) 9 у – узіп (а + 9g)eoti - ГА (8.33) 


Ь. РР и. М 引起 的 轨道 参数 变动 随 w = 。 + 9 的 变化 关系 


da _ 2га?$ 
ды нр 





[esin (и - ш) А+ (1+ есо(ы – а)) - В) (8.37) 
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人 = hcos uw: (8.28) 

10 _ Пё зіла, (8.39) 

du ^ пр sini 7" 

dp _ 27$ (8.40) 

du в т 

пе > {sin (uwm)+:f+ [fi + 2.) коз (и-ш) + A (8.41) 

ао, (р ж) вв баш) анса і: д] 

Зи ин в И р е р 

(8.42) 
其 中 
3 -1 

$ = [1 -sin исо - 7, | (8.43) 
с. РЯ 77374 у. у, ту 引起 的 轨道 参数 的 变动 随时 间 的 关系 

da 202 

Ш (8.40) 

dp 2р, ео. 

ау = С - >, эшй + Б (8.45) 

qe = 11е + с058 ) Х. + sin 9 - д (8.46) 

че -~ 二 sing - а-г ДА эі (о + Oooti: (8.47) 


9( 同 式 (8. 27)) 


Gf ,a 
i《 同 式 (8.28)) 


8.3 地 球 卫 星 的 摄 动 


宇 间 飞行 器 受到 各 种 摄 动因 素 造 成 的 干扰 力 ,使 它 的 轨道 偏离 两 体 问题 得 到 的 理论 
结果 ,其 影响 积累 起 来 ， 常常 是 不 可 忽视 的 ,有 时 我 们 还 要 利用 这 些 摄 动 影响 ,设计 出 实用 
的 空间 飞行 器 轨道 ,本 节 下 面 的 内 容 是 研究 对 地 球 卫星 最 重要 的 摄 动 ,使 用 的 工具 是 8 2 т 
ЗИ, ЯНА ЕЕ Же Л ИЛИ 
3.3.1 ”地球 扁 率 引 起 的 摄 动 

令 地 心 到 飞行 器 的 距离 为 >, 并 从 式 (8.15) 中 取 一 阶 近似 的 地 球 引力 场 模型 ,有 


Е 2 
Об.) =- | (е) (3sinzp — 1) (8.48) 
г 


Ј = – 1.082 64 х 10-3 
其 中 ,第 项 十 地 球 作为 均 质 球 时 的 引力 势 函 数 ,第 二 项 是 地 球 扁 率 的 影响 项 ,以 
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二 一 р“ 0m 全 一 二 


表示 。 把 第 四 章 中 求 得 的 ( 见 式 (4. [4a)) 
sin Фф = віпі sin (w + 6) = sini зіпи 


1° 
ъ= - Ja 8 (Звіп2ѓвівгы — 1) 
2р? 


ДИР Еа аре 6 Н А 6-7 5А 





Әр рК? 

яа 2 = > 1 8 (Зеіп?івіп2и - 1) 
гі 

аи Па 
Р =- в = 3 1—8 віп? ѓвіп2 и 

аи, әр 3 2 

РЗ 9 р; 

所 = 一 Әу "ина: "2 Ј sin2ising 


a. 地 球 同步 轨道 [GS0) А 
在 赤道 平面 内 i = 0, 地 球 的 引力 是 均 质 球 引 力 加 上 式 (8. 50) В у. Вр 
аи ; 3, К 
са = 501-2898) 


应 有 ,重力 = 离心 力 ,所 以 车 以 wsa 表示 地 球 自 转角 速度 4*) ,我 们 得 到 


经 计算 ,同步 办 道 的 平 径 为 
Teso = 42 164.78 km 
ЖАННА Е „В rcso = 42 164.26 km 
Ь. 地 球 扁 率 造成 的 0 变动 
若 把 у, 的 式 (8.52) 代入 式 (8.,39) , 求 得 


90 np вів ы 3 


е А 
du = ур gin } 5? А чает ш = 


К? 
3, 一 时 jsin2 исо 1 
гр 
其 中 


3 „Р? -1 
$ = Е ~ -一 sin исоы 3. р 9 йп2івіп 1 = 
Ар 2 г 


3 А2 -1 
| віп u . зоо) == | 


—— 


(77—82 Н (23 h 56 m 4 3) 转 一 周 — НИЖЕ 


М5 ， 


(8.49) 


(8.50) 


(8.51) 


(8.52) 
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用 r = pA + ecos 0) 消去 92 中 的 r, 有 
с Е + ecosfz - в) ] (8.53) 
пра, 中 包含 了 长 期 及 周期 性 报 动 ,其 长 期 摄 动 对 于 卫星 的 一 周 运动 为 

(А0), = эл А8) ыға + есов(ы — а) ди 


这 里 ,我 们 认为 在 一 周 的 运动 中 ,p、i.e、w 为 常 值 。 由 于 有 














ж. 1. 1 2r 2х 
| sa udu = - 二 sin2z |, + Ч А = п 
ат е. 3 ?т е 3 2" 2m 
| sin ис0$( в – wd = 3 п и А COS Ш + (сов и 6 7 есов и Д зіп 0 = 0) 
所 以 
Real (Ro /ay 
(А0), = | те) с089 i = ЗА C1 уз сов { 
р = е 
把 六 的 数值 代入 ,并 以 度 表示 ,有 
(Ка га)? 
(АО) = - 0.584 бус i (8. 54) 
一 а 


变换 为 每 天 的 0 角 变 动 最 (AD )sw。 卫 星 在 -天 中 旋转 的 局 数 是 


„ _ 243600 В.64х10* ЈК 


з Г рз 3 
2 2. 2 Ка а 
и й 





所 以 
К (Во га)? 
(40) _ 8.6010 —® x 0, 584 -—®- Cos i 
ыы Гвз 3 (1 - e2)? 
2r | 一旦 
р: 
或 
{Е и у? 
(А2) а = _ 9.964 92" CoS 上 (8.55) 


(1 - е2)? 

由 式 (8.55) 可 见 , 当 i < РЕ ВЕ ВИНЫ: > 90 时 , 节 线 向 东 运 动 , 称 节 
线 的 这 种 向 西 或 向 东 的 运动 为 轨道 平面 的 进 动 。 这 一 进 动 的 比拟 如 图 8.10 所 示 , 它 是 由 
疡 作用 形成 的 ,在 一 周 的 运动 过 程 中 ,六 相当 于 对 节 线 作用 一 力矩。 

[91] 坟 阳 同步 轨道 卫星 轨道 平面 的 进 动 。 

术 阳 的 视 运动 就 是 从 地 球 上 看 术 阳 相对 地 球 的 运动 ,也 是 阳光 与 开道 平面 和 黄道 平 
面 交 线 的 相对 运动 , 由 于 黄 赤 道 平 面 交 线 一 直 指向 春分 点 ， ЖЖ, Я (Л, 
В] 8. 11 (а) 是 每 年 旋转 一 周 
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3.10 “地球 高 度 引 起 的 空间 飞行 器 轨道 进 动 说 明 
и = 0.985 6/48) я) 


国 此 ,卫星 的 轨道 车 与 太阳 同步 (相对 于 太阳 的 角度 不 变 ) ,轨道 平面 也 必须 有 同样 的 东 向 
过 动 才 行 ( 困 8.11(b)), 即 升降 交点 经 度 ( 节 线 ) РЕН 0.985 加 ,所 以 有 


(Каи 
(АО), =- 9.96% — ®— ив; = 0.985 6 
И (1 ~ е2) 


Е 
赤道 平面 23 27 春分 点 bi РР 


=” 





图 8.11 太阳 同步 罗 道 


= arccos| _- 0.098 (2) а - e2)2] 


此 时 如 应 取 升 交点 黄 经 。 对 于 加 轨道 ,轨道 半径 r 与 其 
Ка ЖЗ ИЕН ИЕ = а 15 
Ко 1160 63 8.12.48 8.12 тя, ТИ, по 
АНАГА ТОО (АЕ), яя А 
阳 同 步 的 , 且 随 着 半径 (或 高 度 ) ожар 2105 
с. 地 球 遍 率 造成 的 ww 变动 100 
如 扫把 式 (8.50) ~ 式 (8.52) Ч ХА А 。 
式 (8.42) ,再 对 в 积分 ,积分 限 取 为 0 至 2r, 经 过 推导 ， 0 0 
得 











В. га)? Ё 8.12 :与 上 的 关系 曲线 
(Аш) = Зр, КЕ) а; р 


2 (1 е2)? 


518. 空间 飞行 器 动力 学 





或 
Е. га)? 
(Ао), = 0. 292 3° бы -1) (8.56) 
用 和 ЛО 相仿 的 变换 方法 ,我 们 还 可 求 得 的 每 天 的 变动 
В. Га)? 
(Ао ) аа = 5 0 а (за – 1) (8,57) 
由 此 可 见 ,对 于 赤道 轨道 i = 0, (Ао), 最 大 ,大 约 可 达 20а, ЗН 
Scos 1 = О-Е= осо, / 1 = 63.43 


对 于 这 样 的 轨道 倾角 ，(Aa )aw = 0, 其 联 拱 线 将 不 改变 位 置 (如 苏联 的 Molnya 如 )。 当 
і < 63.43 时 , 联 拱 线 的 旋转 是 朝 东 的 ,i: > 63.43° 时 朝 西 ,变化 的 详细 情况 见 图 8.13。 

















(дадаву/@) 
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98.13 i 与 (Aw) 的 关系 曲线 


9. Ка Е У НЕ ВИЛЕ 

前 面 曾 说 明 , 干扰 力 的 作用 结果 ,将 产生 长 期 和 周期 摄 动 对 于 地 球 遍 率 而 言 , 它 所 产 
生 的 其 他 影响 将 只 是 周期 性 的 摄 动 。 

局 期 摄 动 ,对 于 a е 较 大 (对 a 约 为 几 公 里 ); 对 ji、.Q .oa 较 小 (每 加 到 站 和 和 w 的 长 期 
摄 动 上 ); 摄 动 的 周期 为 тра г + Атр, Н Аг. ЛЯ 
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в. 气动 力 

对 于 低地 球 轨道 (LEOQ - Low Earth 0rbit) 空气 动力 的 影响 很 人 ,一 般 情 况 下 应 使 用 计 
算 机 计算 ,而 为 得 到 近似 结果 ,可 和 作 如 下 假设 。 

1) 火气 层 是 球 对 称 的 (无 扁 率 ,日 下 点 无 密度 峰 等 ); 

2) 大 气 密度 与 高 度 的 关系 符合 

hh- № 
owe 

其 中 ,p 和 po 分 别 是 对 应 高 度 А Ао 处 的 大 气 密度 ;五 是 标高 , 它 的 取 什 与 大 气 类 型 和 中 
理论 地 球 高 度 有 关 。 通 党 在 计算 某 一 高 度 po 附近 的 大 气 密度 时 ,根据 附录 1 的 原则 找到 对 
应 时 间 的 大 气 类 型 ,依据 大 气 类 型 查 表 确定 po 和 Н, ЛУ А ПЕЖО ЕТУ Е 
式 算出 ; 

3) 大 气 层 不 旋转 ; 

4) 卫星 的 横 淮 而 为 常量 。 

大 气 层 对 空间 飞行 器 运动 的 影响 是 通过 气动 力 产 生 的 。 气 动 
力 又 可 分 解 为 阻力 ,升力 万 НИИ у. (9 8.14) ,其 中 

太一 一 阻力 ,与 速度 方向 相 皮 ; 

万 一 一 天 力 ,在 轨道 平面 重 直 于 速度 ; 

万 一 一 便 向 力 ,垂直 于 轨道 平面 。 


(В. 58) 





三 个 分 力 中 以 大 的 影响 最 为 重要 ,其 表达 式 汶 图 8.14 气动 力 分 量 
大 = = БСА 5 (8.59) 
式 中 
т—— ПЕЕ; 
А ЗН РИ БЕ, 








Cp 阻力 系数 。 
在 轨道 处 ,气体 极为 稀 湾 ,衡量 气体 稀 玖 度 的 克 努 森 数 远大 于 1, ВВ 


к -平均 分 于 自由 程 | 
" ”五星 特征 尺 村 > > 


可 以 认为 大 气 屋 呈 自由 分 子 流 状态 ,在 卫星 的 附近 分 子 之 闻 无 碰撞 ,阻力 是 由 分 子 碰 搞 呈 
学 得 到 的 ,在 100 km 以 上 的 高 度 , 上 述 条 件 可 以 得 到 满足 。 此 时 , Cn 与 卫星 的 温度 .气体 温 
度 和 卫星 速度 有 关 ,在 大 堵 数 情况 下 ,有 
Cn = 2.2 
对 结构 复杂 和 侧身 面 税 较 大 的 卫星 , Cn 值 与 上 式 相差 较 多 。 
Ь. ИЕ 
对 于 图 轨道 a = г.4а = г, НШ, А (8.44) 和 式 (8.59) ,可 求 得 


dr 212, СрА 2 2 


dt = a т 2 (8.60) 
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В = = 


CoA 
为 飞行 器 的 弹道 参数 ,对 于 圆 轨 道 , 还 有 
у? = В ydi = ғабд 


所 以 式 (8. 印 ) 成 为 


dr = 271 02 Ад Рад 
и Вог 
对 圆 轨道 的 一 辕 进 行 积分 {(p = сопзі. ) ,得 
2 
(Ағ) =- р, (8.61) 
ЈА В = г- Ro,Ar = AP, 上 式 还 可 以 变换 为 卫星 运动 一 周 高 度 的 变动 
(АС 
(АВ), =- тид р РС) (8.62) 


可 见 ,每 周 降低 的 高 庶 主要 与 大 气 密度 p(4) 有 关 。 按 上 式 及 附录 1 中 给 出 的 空气 密度 计 
算 方法 求 得 p(A) ,卫星 每 运动 一 周 下 降 的 高 度 的 计算 结果 列 于 图 8.15 中 РАСА) В 与 上 
的 关系 示 出 。 

[942] 该 计算 在 不 同 高 度 较 轨道 上 的 空间 站 ,为 保持 其 机 道 高 度 所 需 的 典 料 月 耗 
量 及 和 年 份 的 关系 , 设 室 间 站 的 参数 如 下 :总 质量 由 = 10° kg; 因 有 较 大 的 太阳 帆 板 ,所 以 
旦 值 较 小 ,为 100 kg/m ;校正 的 道 所 用 燃料 有 较 好 的 性 能 ,tw = 3 000 m/s。 

[№] 设 空间 站 的 设计 轨道 半径 为 {图 8.16), 因 室 气 阻力 的 影响 这 渐 下 降 到 半径 
Я п ИЯ ПНА аж, 国 雪 道 , 若 修正 轨道 时 ,利用 两 轿 轨 道 
之 间 的 填 权 过 渡 , 面 次 所 需 的 总 速度 增 晤 是 

















НЯ НА 
2 | 2 Ги 
Av = Av + Ар = | Е 2 - а |, ја 
тра ғә Г го Nrnt+r 产 Nn 
г = rr = + А ЕЖА 
A та РО / и rr , А 
Nr 2r+Ar Nr Агь де 2riAr ураду 
и 1+Arxr | fg 








_ 2“. Га агаа 
Е 2+ Аге r (+Arr)(2+Arrr) -+ Tr Ar 


АИ + к) = = [+ Тах, Я] Аг/г А  ( дри )2 及 其 高 次 方 项 均 可 略 去 ， 
得 
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图 8.15 ЖАА Е д 


上 Д 
Ао а 二 20А) (8.63) 


Ват 598—0 ЊЕ АЖ (Ал) ЯМЕ МА 
速度 增 量 为 
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= 


3 
若 空间 站 的 轨道 周期 为 z = 2) 5 , 则 每 月 所 需 的 速度 增 
тя 





(Ду ыы = 3024 3 00030). = 
2.592 х10 ји ты 8.22 x 100 
和 
(8.64) 图 8.16 轨道 保持 


Ж ЯД г РЕЯ Ки, (АА), 为 和 ,所 得 结果 为 m/s。 

车 从 附录 ] 中 求 出 天 气 的 密度 о(А) КА (8.62) 求 出 (Ah) ,再 由 式 (8.64) 求 得 
(Аъ) инь, ЖАН 2 ФА (№ 2.4) ЯНИЕ ЕЕ ИНН (Ат) кс 
将 1988 年 和 1992 年 计算 的 站 果 ,分 别 列 于 下 表 。 昭 线 表示 见 图 8.17。 






































| т CIRA | | 
年 | Fo .> вн 下 “km ] (АА) Ао) ыы Cm "sl) Атр 
一 21. : 4. К НЦ ; . -—|———. = 
| | 300 м | әл | 313 
1988 | | 350 | 11.5 | 3.11 103 
太阳 活动 | 74 2 400 4.5 1.19 39.6 
低潮 450 1.8 0.466 15.5 
Е _ 500 __ 0.75__ 0.19 | 63 
Е | 300 р 19.9 661 
1992 | 350 29 7.85 261 
Жж 149 5 400 12.5 3,31 110 
сЕ | 450 6.0 1.55 51.6 
| 500 3.0 i 0.76 25.3 








с. 气动 阻力 和 人 造 卫 星 的 轨道 寿命 
把 式 (8. 58) 代 人 式 (8.61) ,得 (将 高 度 差 改 为 轨道 半径 差 ) 


rr Fr 一 了 
(АР) =- 3 воехр( ~ 


这 是 加 轨道 卫星 旋转 一 局 降低 的 高 度 , 族 转 一 周 的 时 间 为 ro = о АН 


в я 8 
ёи = иж 








4: __ 508 { вт 
у н 


积分 上 式 ,就 可 求 出 从 初始 高 度 А АЕ rn 的 时 间 , 即 卫星 的 轨道 寿命 。。 般 取 ， - 
133. 8 km + Re ,半径 为 riL 贺 执 道 卫星 周期 为 : = 87 min。 我 们 认为 当 卫 星 达 此 高 度 时 , 即 


(8.65) 
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LFio 7150} 
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БЕТИ 107 450 
Ат 
# 8.17 保 竺 空间 站 轨道 所 需 的 燃料 月 耗 量 
在 稠密 大 气 中 焚毁 或 验 落 。 上 式 积 分 后 ,得 卫星 罗 道 寿命 
иг 
Н 





ToBH 
Па ц- 0 = - 2572 ро = - 


或 

тойн р 20 一 и 

— жа ро [1-е | 

这 是 近似 佑 算式, 其 误差 约 10% - 15% 。 上 式 中 НЛ тм 元 处 的 平均 值 ,大 约 为 
50 km( 参 考 附录 1 中 图 附 1.3) ,车 近似 地 取 





Тү, (8.66) 











ro — гр. > 4Н 

则 
1 -exp(- 207) 1 ( 误 关 < 2%) 
所 以 
ToBH ВН 
8.67 

~ 2rripo ™ Vropo (8:67 
由 上 式 求 出 

СНЕ. 

В Vpropo 


根据 卫星 高 度 ,由 附录 1 中 的 图 附 1.2 和 图 附 1.3 分 别 求 出 po 和 五 ,由 上 式 算得 的 轨道 
寿命 如 图 8. 18。 
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ът 
Ра 8.18 НУНС 
3. 轨道 高 度 随时 间 的 下 降 
对 式 (8.65) 在 ro 和 任意 半径 7 В, а, = 0 时 ,有 


_ roo | 
r= ғ + НЫ | 1 - ВН! 
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或 
А = + Ны. У ите | (8.68) 


按 式 (8.68) 给 出 的 卫星 高 度 与 时 间 关 亲 见 图 8.19, 

可 见 ,卫星 降 至 某 一 高 度 ( 如 А) Л, ВПАВ, 

НЧА ВЕ = 130 km 左右 。 

е. 大 气 阻力 对 椭 回 轨道 的 影 И 
大 气 阻 力 在 近地点 影响 最 大 ,是 与 纬度 和 当 89 轨道 高度 与 时 间 的 关系 

地 太阳 时 有 关 , 淮 确 计算 要 舍 计 算 机 完成 ,下 徊 进行 定性 估计 。 


把 弹道 参数 中 = сд (ЧА Аи. 59) ,得 空气 阴 力 





1 р? 
A 一 В 2 
再 把 г ВАС. 44} ,得 
че = - я) (8.69) 
МН 2. (8.46) ,得 
че =- в(е + с059)р(Ё) (8.70) 





可 见 9& < ОЧЕР) И есь = о 





Че. 
ЕЕ ,该 处 = - Р = Ё 5 = а (0 de \ де о 


+ 650590 1- 
#88. 20) ,在 近地点 一 侧 蛙 < 0 点 ,而 在 远 邮 


04 > 0。 但 由 于 近地点 一 侧 大 气 影响 
大 于 远地点 一 侧 ,所 以 大 气 的 平均 影响 是 使 
ЧМ, № е 不 断 减 小 .可见 ,卫星 的 辆 道 在 
大 气 阻力 的 影响 六 ,将 越 变 越 小 ， ВЕЖ , 8.20 ХАНОВ 
假如 粗略 地 把 大 气 看 成 只 在 近地点 对 卫星 有 
影响 ,远地点 不 存在 眼力 作用 , 则 当 卫 星 经 近地点 时 会 损耗 一 些 能 量 ,致使 远地点 降低 ;但 
在 远地点 因 无 阻力 曾 不 会 产生 能 量 损 耗 ,还 会 返回 原来 的 近地点 ,因此 可 以 知道 ,卫星 的 
到 地 点 沿 度 下 降 得 要 比 近地点 快 得 多 。 图 8.21 所 永 是 对 一 种 卫星 的 计算 结果 .名 以 看 到 
迁 地 点 高 度 和 偏心 率 都 是 下 降 很 快 的 ,而 近地点 却 变 化 缓慢 。 

[013] 欧洲 卫星 HEOS(High Earth Orbit Satellite} ДОЗ в ВН в, = 
200 000 km 和 А, = 400 кт, Я т = 104 kg, 横 截面 积 4 = 12 т, КЖ 
ж ТВЕН (ла). 

【 解 】 经 计算 ,该 卫星 具有 
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8,21 实 风 轨道 参数 随时 间 的 变化 
е = 0.936,а = 106 570 Кт, В = 38.8 Крит? 
由 附录 1 中国 附 1.2 和 图 附 1.3 查 出 pg = 2х 10-12 кр 2 Н = 70 Кио Е (Е 


2 
_ ба 2nH{(] + е) 
(Аа), - = В acefT ~- е) 


(Да), = - 415 т 

8.3.3 ЖЕКЕ (С50—-Сеоѕіабіопагу Orhit) 前 摄 动 

在 630 上 运行 的 飞行 器 受到 的 主要 于 扰 力 有 : 

(1) 太阳 和 月 亮 的 引力 ; 

(2) 地 球 赤 道 截 而 的 椭圆 形状 。 
а. 南 一 北 摄 动 

由 太阳 和 月 亮 的 引力 造成 。 以 太阳 为 例 ( 图 8.22) ,地 球 赤道 与 黄道 平面 构成 23e27 的 
夹 角 , 卫 星 运 动 到 距 杰 阳 远 近 不 同 的 地 方 ,它们 在 法 向 的 分 量 fl 和 А 也 大 小 于 不 相同 ， 
其 差 在 冬 和 夏季 为 最 大 ,形成 的 平均 力矩 方 问 一 直 保 持 沿 赤道 与 黄道 的 交 线 指向 春分 点 ， 
这 就 是 太阳 引力 造成 的 干扰 为 短 本, 在 太阳 引力 干扰 力矩 的 作用 下 , 角 动 量 会 产生 运动 ， 
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ЗЕ ЖИ Зр ИТ Е ЕАН ВОЛЕ, 
ЕЕ р ЯМ, В 
ВН ЕЛЕ о, ЗМ = охи 
НЕ И ПРЕСНЕ У ЗЕЕ В 
与 好 负重 合 , 所 以 轨道 而 的 进 动 形 
АГЕ ДЕН, НН 
ЕЕ РЕ , НА РТО ИЫ 
越 米 越 大 ,这 就 是 南 一 北 摄 动 ,其 
结果 НЕНИЯ i 林 再 保持 为 夫 
【图 8.23)。 

Е КЕЯ я 
响 每 年 约 为 

Ai = 0. 85° 

现代 通信 工 星 的 要 求 Ai 0.19 村 右 。 为 
保持 轨道 于 面 的 椭 钊 在 此 要 求 之 内 ,应 
在 a 和 8 两 点 (图 8.23) 施加 一 垂直 于 胃 
道 平 面 的 速度 增 喇 ,以 修正 轨道 平面 的 
方向 。 











І 


(Др) = 20озів 全 (8.71) 


其 中 ,weso 是 地 球 静 止 轨道 卫星 的 速度 。 

НҢ, ЕН (Ар) = 2х 3.075 x эт 

0. 85° 8.23 ЖЕНЕ 680 南 一 北 摄 动 
2 





= 45.6 ms 的 能 量 消耗 ,十 年 ! 现 


代 通 信 卫 星 的 寿命 ) 的 总 速度 增 量 为 
An = 0 Ав = 456 (пв) 
则 燃料 的 消 帮 ( 单 组 元 的 用 ш = 2000 тиз) 为 
АтИто = Ре = 0.20 
ВЕН 20% 的 质量 消耗 在 维持 软 道 的 南北 方向 稳定 ,如 果 采 用 电 火 箭 {u = 30 000 пиз) 
上 质量 消 烽 可 减 小 到 1. 5% 。 
Ь. 东 一 西 摄 动 
地 球 在 赤道 平面 中 的 形状 并 非 阁 形 而 是 略 星 椭 阅 ,其 长 轴 在 X= _ 15 到 165° 的 直径 
方向 , 短 轴 则 在 1 = 7 允 和 25 允 之 问 。 这 种 梢 图 截面 ,给 我 们 把 地 球 想 象 为 由 两 个 分 别 位 于 
长 轴 中 心 点 两 侧 的 双 引 力 中 心 组 成 (图 8.24) 的 依据 ,这 种 双 引 力 中 心 攀 形 ,形成 方向 不 
总 通过 几何 中 心 的 引力 将 引起 同步 轨 章 卫星 相对 地 球 作 东 一 西方 问 的 谐振 运动 。 
图 8.24 所 示 为 地 球 赤道 截面 , 它 与 地 球 固 定 , 并 随 之 道 时 针 ( 自 西 向 东 ) 转动 但 此 图 
是 站 在 赤道 上 观看 的 ,因此 地 球 赤道 截面 和 同步 轨道 Cs0 上 的 卫星 都 是 静止 不 动 的 。 氏 
而 月 引 方 中 心 的 存在 孝 使 GSO 卫星 不 能 保持 稳定 。 假 如 在 1 点 的 静止 卫星 ,地 球 对 它 的 引 
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8.24 切 向 摄 动力 分 量 的 分 布 
为 си, 而 是 纺 向 靠近 它 的 引力 中 心 , 困 而 出 现 了 切 向 分 力 庆 -在 大 的 作用 
下 ,使 卫星 减速 离心 力 变 小 而 下 降 , 位 置 下 降 的 结果 ,是 速度 增加 ,并 经 2 点 不 断 相 对 于 地 
球 向 前 ( 东 ) 运动 。 当 飞行 器 超过 椭圆 的 短 轴 后 , 切 向 力 反 向 ,其 作用 改变 为 使 卫 皇 相对 地 
球 的 东 向 速度 减速 , 直 罕 达到 与 1 点 相对 短 轴 对 称 的 4 点 ,此 时 与 地 球 是 相对 静止 的 ,在 
455 取出 现 了 和 1 点 类 人 航 的 切 向 力 , 但 其 作用 是 计 卫星 提高 飞行 高 度 。 半 径 增 加 使 卫星 相 
对 于 地 球 减 速 , 渐 渐 地 又 返回 到 原 出 发 点 [完成 了 -- 次 向 东 再 向 西 振 划 运动 , 这 种 播 环 
往复 的 东西 方向 的 运动 即 所 谓 的 东 一 西 潭 物 。 
事实 上 ,经 推导 , 切 问 分 力 可 表达 为 

f= 0.58 x 1077sin[2( - 75°)] {8.72) 
ЕФЕ А = - 15°,75°,165° 和 255° 处 为 零 , 而 存 А = 3021202210? #1 300 处 为 最 大 值 .把 大 
代 大 式 (8.44) ,得 





ча = 1.16 х 10-7 аа [2(А - 75°)] (8.73) 


见 , 在 图 8.24 的 1] 点 处 9 < 0, 卫 星 畔 道 半 径 变 小 ,速度 却 增 加 ;在 4 点 处 其 变化 趋势 风 

相反 。 图 8.24 НИК, 

- 15° < А < 75° 9 165° < А < 25°, < 00, 加 速 区 域 

759 < А < 165 Ж 255 < А < 345°, > 0, БА 
这 四 个 区 域 交 界 点 ,是 四 个 平衡 点 ,在 这 些 点 上 的 静止 卫星 不 出 现 切 向 为 ,应 该 是 静止 不 
动 的 .然而 在 其 中 А = 75° 和 255° 两 点 上 卫星 是 稳定 平衡 的 ;4 = - 1 多 和 165° 处 卫星 是 不 
称 定 的 平衡 在 这 四 个 平衡 点 , 当 卫星 受到 扰动 稍 许 贪 离 后 ,在 稳定 平衡 点 的 卫星 会 自动 
返回 原点 ,而 在 不 稳定 平衡 点 ,卫星 却 越 跑 越 远 并 成 为 东 一 НЕ Ве, 
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ЖЕН] ВЕ ПНА НЫ, Е 8.25 给 出 了 可 能 的 漂移 值 .通常 同步 轨道 
卫星 允许 的 漂移 量 为 ЛА = +0.1, 困 而 要 在 二 至 三 周 对 其 进行 一 次 东 一 西 漂移 的 修正 ， 
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8.25 不 同 经 度 卫 性 的 漂移 速度 
修正 的 过 程 如 图 8. 24 中 1,2,3 三 点 所 示 , 在 这 个 随地 球 一 同 转动 的 图 中 ,从 1 点 到 2 点 是 
卫星 丽 罗 道 降低 而 向 汞 人 搞 移 的 过 程 ,2 点 到 3 点 是 对 卫星 进行 修正 使 轨道 按 高 的 过 程 ,而 
3 点 到 1 点 是 反 向 漂移 过 程 ,在 惯性 空间 观察 时 ,上 述 过 程 如 图 8.26 所 示 , 在 卫星 降低 到 
2 点 时 ,施加 一 加 速 脉冲 Am ,使 飞行 唱 沿 着 堆 曼 轨道 飞 向 比 同 步 轨道 稍 离 的 3 点 ,在 那里 
再 加 第 ~. 个 加 速 脉 冲 Aw, 让 卫星 过 波 到 过 3 点 的 圆 轨道 .此 后 在 切 向 力 六 的 作用 下 ,卫星 
沿 过 工 点 的 曲线 返回 到 2 点 。 不 过 ,由 2 点 沿 徐 曼 轨 道 至 3 点 大 约 只 需要 半天 左右 即 可 完 
成 ,从 3 点 经 1 点 返回 2 点 的 过 程 却 是 漫长 的 ， 小 星 所 在 点 经 度 的 不 同 而 异 ,一 般 需 时 2 
至 3 周 的 时 间 ( 即 14 ~ 21 М). 
为 修正 东 一 西 漂移 所 需 的 速度 增 量 比 南 一 - 北 漂移 所 需 的 少 , 一 般 有 
(Ау) < (Аа 

修正 卫星 的 南 一 北 与 东 一 西 漂移 ,使 其 能 够 正常 定 轨 工 作 ;所 需 燃 料 成 为 同步 轨道 卫 旦 
的 主要 载荷 之 一 ,也 是 决定 卫星 轨道 寿命 的 主要 因素 。 


由 于 同步 轨道 卫 是 的 漂移 ,特别 是 东 一 四 深 移 ,使 卫星 的 碰撞 成 为 可 能 ,引起 了 有 关 
国家 的 重视 。1977 年 之 后 世界 无 线 电 管理 大 会 ,委托 国际 电信 联盟 ,按照 公平 利用 的 原则 
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将 经 度 位 置 分 配给 有 关 国 家 ,特别 当 同一 经 度 分 配给 几 个 不 向 国家 或 组 织 时 ,避免 碰 樟 就 
成 为 十 分 重要 的 工作 。 
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务 , 知 要 进入 引力 体外 围 大 气 并 到 达 其 表面 的 空间 飞行 器 称 为 进入 式 空间 飞行 器 ,习惯 上 
把 进入 地 球 大 气 层 叫 " 再 人 ” ,因为 飞行 器 绝 大 多 数 是 从 地 面 发 射 的 ,已 通过 一 次 大 气 , 所 
以 称 为 "再"。 如 在 地 面 上 安全 着 陆 则 称 为 “返回 ”。 飞 行 器 返回 与 很 儿科 学 技术 有 关 , 如 空 
В) турак 空气 动力 学 、 防 热 结构 学 .控制 与 导航 学 .火箭 发 动机 技术 .测控 技术 , 回 
收 与 着 陆 技术 。 它 是 由 上 述 学 科 和 技术 的 有 关 部 分 组 成 的 一 门 新 的 综合 性 的 边缘 学 科 。 

当 引 力 体 表面 无 大 气 或 大 气 极 为 稀薄 时 ,向 其 表面 的 降落 ,主要 傅 助 反作用 发 动机 装 
慎 * 而 何 地 球 返 加 的 飞行 器 则 可 利用 地 球 周 国 的 大 气 作为 主要 的 减速 手段 Ет 
作用 推力 装置 及 相应 的 兢 料 ,又 可 增加 发 射 时 的 有 效 负 和 荷 。 

本 章 着 重 研 究 的 是 向 地 球 表面 返回 时 大 气 层 外 的 轨道 飞行 段 和 在 大 气 中 的 气动 飞行 
段 的 动力 学 问题 。 





9.1 空间 飞行 器 的 返回 过 程 


从 环绕 地 球 的 运行 轨道 返回 地 而 ,要 经 历 四 个 
主要 阶段 , 即 制 动 段 .大气 层 外 飞行 段 . 大 气 层 内 飞 
行 段 , 着 陆 段 ,其 过 程 如 图 9.1 所 示 。0 в КЗ 
在 运行 轨道 上 的 调资 起 始点 ,0 点 为 制 动 点 ,1 点 为 
制 动 火 篇 工作 结束 点 ,2 点 为 返回 到 大 气 层 的 返回 
点 ,3 点 为 开 合 点 ,4 点 为 着 陆 点 。 

1. 制 动 段 

该 颇 也 称 离 较 飞行 段 。 飞 行 大 通过 适当 的 调 姿 
后 ,从 制 动 火箭 发 动机 开始 工作 点 0( 即 制 动 点 ) 到 图 9.1 返回 的 主要 前 段 
其 工作 结束 点 I 止 , 即 0 -1 段 , 在 这 一 段 飞行 时 , 飞 
行 器 除 妥 地球 引 力作 用 外 ,还 受到 制 动 火箭 发 动机 推力 的 作用 ,从 而 离开 原来 的 运行 轨道 
进入 一 条 飞 向 地 面 的 轨道 。 

由 于 制 动 火 箭 发 动机 推力 的 作用 ,飞行 器 的 速度 由 原来 的 轨道 速度 то ВЯ рр, Ау 
为 附加 速度 ,从 量 值 上 比较 ,Ar уо МВ, р 一 般 小 十 Vo; 所 以 Ay 又 称 为 制 动 速度 ,Ay 
与 当地 水 平面 组 成 的 角 称 为 制 动 前 ,一 般 情 况 下 ， 制 动 发 动机 产生 的 推力 矢量 与 飞行 器 的 
纵 轴 重合 ,因此 ， 可 以 通过 制 动 前 的 调资 段 对 飞行 器 寥 态 进行 调整 获得 制 动 角 。 

实际 上 由 于 推力 类 小 的 限制 , 制 动 不 可 能 明 时 完成 ， 需要 一 定 的 工作 时 间 , 只 是 制 动 
火箭 的 工作 时 间 相 对 来 说 很 短 。 在 有 限 推力 作用 下 , 制 动 发 动机 对 飞行 器 轨道 的 作用 通常 
由 推力 的 大 小 、 推 力 方 向 和 工作 时 间 这 三 个 因素 来 描述 ,在 发 动机 工作 期 ВЕНУ 
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向 是 用 姿态 控 制 系 统 吗 白 旋 稳定 方法 保持 在 制 动 方 向 上 的 用 自 旋 上 方法 维持 制 动 姿态 的 
飞行 占 , 在 脱离 运行 轨道 之 后 ,还 要 消 旋 ,其 目的 在 于 个 返 回 飞行 器 进 人 大 气 层 后 能 利用 
气动 力 的 作用 , 按 设 许 要 求 把 防 热 结构 稳定 在 朝 前 迎 着 气流 的 姿态 上 。 

2. 太 气 屋外 飞行 段 

波段 也 称 为 大 气 层 外 自 击 降落 段 。 该 且 从 制 动 火 箭 发 动机 工作 结束 点 1 到 返回 地 球 
大 气 层 边 界 的 2 点 , 芭 1 ~2 眉 ,所 裔 大 气 边界 是 椒 存 在 的 ,只 是 人 为 的 划分 ,并 边界 次 度 
通常 取 为 80 — 120 fm, 在 此 段 中 飞行 器 的 轨道 一 般 不 加 控制 (但 姿态 要 控制 ), 飞行 器 仅 
在 地 球 引 力 下 作 和 白 让 下 降 飞 行 。 大 气 层 外 飞 和 有 有 段 的 轨道 是 中 心 引 力 场 中 的 运动 的 一 部 分 ， 
可 由 飞行 名 在 1 点 的 状态 代入 胃 道 方程 求 得 , 当 飞 行 器 到 达 2 点 时 ,速度 уз 称 为 进入 {再 
Л) 速度 ,与 当地 水 平面 所 成 的 夹 人 第 0, НАСЕЛ) 角 。 

飞行 器 的 进 人 状态 , 即 进 人 点 2 的 位 置 . 进 人 速度 mm 和 进入 角 兄 , 对 飞行 器 能 否 正常 
返回 有 着 问 定 性 的 影响 。 

ЕЕ и 

大 气 层 内 飞行 段 是 指 从 返回 2 дч, ЗАРНА 3 点。 返回 点 2 Вены 
作用 的 稠密 大 气 雇 的 最 高 点 ,从 这 点 开始 , 空气 动力 对 飞行 器 运动 的 影响 不 能 忽略 .而 
3 点 对 才 采 用 降落 伞 着 陆 的 简直 着 陆 的 飞行 器 ,是 指 降 落 伞 着 陆 系 统 开始 工作 的 高 度 — 
般 3 点 离 地 面 约 10 ~ 12 kme 对 于 能 够 产 牛 足 够 升力 ,可 机 动 下 滑 到 跑道 上 水 平 苦 际 的 飞 
行 器 ,其 3 点 选择 在 地 面 开始 导航 的 高 度 ,例如 美国 航天 飞机 轨道 飞行 器 为 25 Кто НА А] К 
行 器 在 大 气 层 内 飞行 自 除 了 受 地 球 引力 外 ,还 受到 空气 动力 的 作用 ,由 于 严重 的 气动 加 热 
和 减速 过 载 ,以 及 落 点 精度 控制 这 三 个 主要 问题 ,使 大 气 层 内 飞行 让 成 为 返回 轨道 中 环境 
最 恶劣 .情况 最 复杂 的 一 段 , 者 菩 气 动力 的 轨道 设计 、 制 导 和 控制 的 研究 是 返回 轨道 设计 、 
制导 方法 研究 的 重点 。 

4. ЕВ 

Е ,从 隆 
沙 伴 系统 并 始 工 作 到 返回 飞行 器 软 着 陆 的 轨道 称 着 陆 段 , 即 从 开 伞 点 3 到 着 陆 点 4 的 3 4 
飞行 段 ,水 平 着 陆 的 返回 飞行 器 县 有 足够 的 升力 ,能 够 下 滑 到 路 道上 着 陆 。 在 水 平 者 陆 时 ， 
从 返回 飞行 具 到 达 着 陆 导 引 范 围 , 并 开始 操纵 活动 泪 面 控制 升力 和 阻力 机 动 飞行 时 起 ,到 
返 疝 飞行 器 达到 着 陆 点 这 般 轨 道 称 为 着 陆 段 АН у ЕВ ЗЕЕ», 

一 最 的 返回 飞行 器 多 采用 乘 直 着 陆 的 方式 ,如 疼 9.2 所 示 。 当 返回 到 15 km 左右 的 高 
度 时 ,其 速度 可 减 小 到 沿 束 ,再 继续 下 降 , 返 同 飞行 闫 的 速度 将 逐渐 趋 于 稳定 , 保持 在 
100 ~ 200 m/s 左右。 通常 采用 降落 伞 系 统 来 实现 着 陆 前 的 减速 工作 。 

降落 伞 系 统 工作 过 程 如 下 : 当 返 回 飞行 器 速度 下 降 到 200 ms 记 右 时 (中 地 面 高 度 2 
km 以下), 降落 使 系统 开始 工作 。 此 时 下 降 速 度 较 大 ,为 了 降低 对 伞 的 质量 和 强 诬 的 要 求 ， 
通常 采用 分 步 工作 程序 。 首 先 拉 出 引导 企 ， 以 帮助 减速 们 和 主 伞 工 作 。 然 后 拉 出 减速 企 , 碱 
速 合 的 功能 有 两 个 :第 一 使 返回 飞行 器 的 速度 由 200 ms 降低 到 60 m/s 左右 ,为 主 使 创 造 
必要 的 开 铭 条 件 ;第 二 对 以 亚 声 速 运 动 的 返 同 飞行 毅 的 姿态 起 稳定 作用 ,这 时 的 减速 企 又 
称 为 稳定 伞 。 最 后 ,减速 伞 分 离 并 拉 出 主 伞 。 主 伞 的 任务 是 完成 最 终 的 减速 任务 ,保证 返回 
飞行 融 达 到 每 秒 数 米 的 预定 速度 。 
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49.2 烽 落 们 垂直 着 陆 的 过 程 
为 减 小 着 陆 冲击 过 载 ,可 采用 缓冲 火箭 。 当 返回 飞行 器 下 隆 到 距 地 面 数 米 的 商 度 时 ， 
震 陆 缓冲 火箭 工作 ,对 返回 飞行 器 加 一 负 的 冲 量 ,使 其 着 陆 速度 减 小 到 2 ms 左右 ,大 大 
减 小 着 陆 冲 击 过 载 。 着 陆 缓冲 火箭 的 主要 特点 是 效能 较 帘 ,能 够 在 较 小 的 过 载 条 件 于 ,将 
返回 改行 器 着 陆 速 度 减 小 到 很 低 水 平 。 这 对 载 人 飞行 器 的 返回 着 陆 十 分 重要 。 
水 平 着 陆 的 返回 飞行 器 着 陆 的 过 程 与 飞机 类 似 ,无 需 采 用 过 多 的 其 他 措施 。 


9.2 Евр 





38 212 КАТАА НК АА Л АЯ ЛИН Л: Е 
的 不 同 可 分 为 人 造 卫 星 ` 载 人 飞船 和 航天 飞机 ; 按 用 途 可 分 为 试验 的 .考察 的 和 应 用 的 飞 
行 千 ; 按 是 泡 可 重复 使 用 又 可 分 为 一 次 性 和 多 次 重复 使 用 的 飞行 器 等 。 
由 二 这 类 飞行 器 最 重 蓝 的 特征 是 要 进 人 大 气 层 ,可 以 根据 气动 特性 的 主要 特征 一 一 
气动 品质 的 差异 以 及 控制 方法 的 不 同 对 其 进行 分 类 。 
飞行 器 的 气动 品质 又 称 升 阻 比 ,是 指 其 升力 系数 与 阻力 系数 之 比 。 
根据 飞行 如 在 大 气 中 的 气动 特性 的 不 同 ,可 以 分 为 : 
“弹道 式 返 回 飞行 器 ; 
АЈА - ЛЛАСЕЯН Г, 
“升力 式 返 回 飞行 器 。 
根据 飞行 器 返回 过 程 中 的 控制 方法 ,还 可 分 为 : 
' 利用 攻 角 a 控制 的 返回 飞行 器 ; 
"НН У 控制 的 返回 飞行 器 ; 
“同时 利用 a 和 YY 角 进 行 复合 控制 的 返回 飞行 器 。 
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9.2.1 弹道 式 返 回 飞行 器 

弹道 式 返 回 飞行 器 亦 称 零 气动 品质 返回 飞行 器 ,是 指 返回 时 ,在 其 上 的 气动 力 只 有 阻 
力作 用 ,不 产生 升力 的 飞行 器 。 如 人 类 的 第 一 个 返回 式 飞 行 占 苏联 的 “东方 ”号 ;美国 
的 第 一 代 载 天 飞船" 水星” 号 ;我 国 的 第 一 代 返 回 式 卫星 都 属 此 类 。 

弹道 式 返 回 飞 行 器 由 于 升 阻 比 为 零 , 且 在 大 气 屋内 的 运动 为 无 榨 的 ,返回 状态 由 进入 
状态 即 进 人 点 位 置 . 进 人 速度 大 小 和 方向 决定 ,这 些 量 又 是 由 火气 层 外 飞行 鲸 轨 道 确定 
的 ,前 大 气 层 外 飞行 段 轨 道 又 取 雇 于 制 动 县 的 制 动 点 位 置 和 制 动 参数 。 因 邓 一 瑟 制 动 点 位 
置 和 制 动 参数 确定 ,整个 返回 轨道 便 确定 了 ,无 法 调整 。 因 此 ,运行 轨道 、. 制 动 点 位 置 、 制 动 
资 态 . 制 动 参数 .质量 和 气动 系数 等 侦 差 都 会 造成 落 点 参数 很 大 的 离散 值 ,着 陆 点 将 有 很 
大 的 散布 。 限 制 弹道 式 返 回 最 大 过 载 的 主要 办 法 就 是 控制 再 入 角 , 如 使 字 航 员 承 受 的 过 载 
不 超过 容许 值 8 ~ 10, 再 人 角 大 小 要 控制 在 以 下 ,这 对 制 动 离 轨 自 的 要 求 是 很 高 的 , 尽 
管 弹 道 式 返回 飞行 器 存在 落 点 散布 大 和 返回 难度 高 等 主要 问题 ,但 出 于 返回 大 气 层 不 需 
控制 ,返回 轨道 比较 陡峭 ,所 经 历 的 航程 和 时 间 较 短 , 因 而 气动 加 热 的 总 量 也 较 小 , 防 热 问 
题 相 对 而 言 较 易 解决 , 它 的 气动 外 形 也 不 复杂 ,可 做 成 简单 的 旋转 体 ,如 图 9.3。 上 述 两 点 
都 使 它 的 结构 和 防 热 设计 大 为 简化 ,因而 成 为 被 最 先 采 用 的 返回 方式 。 




















Га > 7 а-ә 1 ий | 


图 9.3 返回 飞行 器 的 形状 
9.2.2 弹道 - 升力 式 返 回 飞行 器 
弹道 - 升力 式 返 加 飞行 硕 亦 称 为 小 气动 后 质 或 半 弹 道 式 返回 飞行 器 ,在 弹道 式 返 回 
飞行 部 的 基础 上 ,通过 气动 或 姿态 控制 的 方法 ,使 返回 飞行 器 返回 大 气 层 时 产生 一 定 的 升 
为 ,这 种 返回 方式 为 弹道 - 升力 式 返回 。 弹 道 - 升力 式 返 回 的 飞行 器 ,外 形 与 弹道 式 的 类 
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似 , 但 其 质心 不 在 飞行 器 的 中 心 轴线 上 ,而 是 配置 在 全 高 中 心 轴线 一定 距离 的 地 方 ,使 飞 
行 器 能 够 以 一 个 不 太 的 称 为 平衡 或 配 平 攻 角 的 状态 飞行 ,同时 也 产生 了 有 限 的 升力 ,一 般 
АКТЕ, ВЕН ЕАР 0.55 

ЕЛЕ РНЕ, ВЕУ КБ Г 64795, Ар] НН. ЕВ [Я] ВУЗЕ ВЕ , Ве 
返回 状况 -在 相同 的 返回 条 件 下 , 增 大 升 阻 比 还 可 以 减 小 基 大 过 载 和 降低 最 大 热流 .此 外 ， 
弹道 - 升力 式 返 团 飞 行 器 在 大 气 层 内 飞行 段 ,通过 控制 可 以 改变 升力 矢量 的 方 启 ,能 在 
- " 定 程 度 计 调整 返回 飞行 器 在 大 气 中 的 辐 道 ,使 其 具有 不 大 的 机 动 飞行 能 力 ,可 大 大 减 小 
着 陆 点 散布 ,有 可 能 将 返回 飞行 器 的 党 陆 点 控制 在 较 小 的 区 域内 ,美国 的 “双子 星座 ”号 
飞船 首次 采用 了 弹道 - 升 为 式 返回 ,可 在 然 向 1 200 km, 横 向 110 km 的 范围 内 调整 着 陆 
点 与 来 用 弹道 式 返 加 的 “水星 ” 导 载 人 飞船 比较 ,汉子 星座 ”号 飞船 的 再 人 角 的 幅 值 由 
3° 增 大 到 天, 最 大 过 载 由 10 下 降 到 5 以 下 ,着 陆 点 散布 从 百 公里 组 下 降 到 十 公里 级 。 

由 于 弹道 - 升力 式 返 回 飞行 器 既 保 持 了 弹道 式 返 回 飞行 器 结构 简单 和 防 热 易于 处 
理 的 特点 ,又 能 适当 地 利用 升力 控制 轨道 。 因 此 ,在 需要 降低 最 大 减速 过 载 和 减 小 着 陆 点 
散布 的 场合 下 钠 广 泛 采 用 。 在 “发 子 星 座 ” 号 以 后 的 飞船 或 其 他 载 人 飞行 器 (如 轨道 救生 
艇 ) 都 采用 了 此 类 的 返回 方式 。 
9.2.3 ”升力 式 返 回 飞行 器 

升力 式 返 回 飞行 器 亦 称 为 大 气动 量 质 逝 轩 飞行器, 当 要 求 返回 飞行 器 水 平 着 陆 时 , 必 
508 回 飞 行 器 足够 大 的 升力 ,使 返回 轨道 ,特别 是 着 陆 段 平缓 到 适合 水 平 善 陆 的 程度 。 

返回 改行 器 升力 的 增 大 和 可 调整 ,大 大 增加 了 飞行 器 机 动 飞行 的 能 力 。 平 缓 的 返回 段 和 大 

范围 的 机 动 飞行 能 力 ,使 返回 飞行 器 水 平 着 陆 和 着 陆 到 指定 的 机 场 跑 道上 成 为 可 能 。 

能 够 实现 水 平 着 陆 的 升力 式 返 回 飞行 器 的 升 阻 比 一 般 才 大 于 1, 即 升力 大 于 阻 方 ,这 
样 大 的 升力 已 不 能 再 用 偏离 中 心 线 配置 质心 的 办 法 获得 .因此 升力 式 返 回 飞行 器 不 能 再 
几 旋 转 体 ,只 能 采用 升力 体 。 升 力 体 又 可 分 为 带 才 和 不 带 必 两 种 , 升 阻 比 都 大 于 1, 代 是 不 
带 辟 的 升力 全 人 靠 形体 产生 ,形体 简单 ， 控制 困难 。 更 有 的 飞行 髓 ,都 是 带 翼 的 升力 体 ,形状 
和 飞机 类 似 。 

升力 式 返回 飞行 器 由 于 大 气 层 内 飞行 段 比 较 平缓 ,航程 和 飞行 时 间 都 比 弹道 式 和 弹 
道 - 升力 式 返 四 飞行 器 长 得 多 , 虽然 最 大 热流 和 最 大 减速 过 载 都 小 ,但 总 的 加 热量 大 日 
作用 时 间 长 。 此 外 这 种 返 癌 飞行 器 构 形 比 弹道 式 的 复杂 得 多 ,再 加 上 多 次 重复 使 用 的 要 
求 , 便 得 这 种 返回 飞行 器 的 气动 力 问 题 . 防 热 问 题 和 结构 问题 变 得 十 分 复杂 ,这 些 问题 用 
设计 这 种 返回 飞行 器 的 关键 。 




















9.3 ”大气层 外 的 飞行 


假设 飞行 器 先是 在 半径 为 r; 的 圆 轨道 上 以 速度 飞行 ,如 图 9.4, 在 1 点 以 制 动 脉冲 
Av ,使 飞行 器 的 速度 变 为 y, ,从 原来 的 轨道 进入 到 -- 条 与 地 球 太 气 相交 的 椭圆 过 渡 轩 首 
上 ,并 于 2 点 开始 以 y 的 速度 和 6 的 进入 角 进 人 稠密 大 气 。 从 1 点 到 2 点 的 椭圆 轨道 飞 
行 , 称 做 大 气 层 外 飞行 段 , 因 距 地 面 高 度 是 不 断 下 降 的 ,也 称 为 大 气 层 外 自由 下 降 碾 . 显 
然 ,这 里 假设 了 大 气 层 是 从 2 点 开始 的 ( 即 大 气 为 半径 5 的 球体 ) ,在 7， 以 外 没有 气动 力作 
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用 在 飞行 器 上 。 在 1 点 ,由 速度 尔 量 三 角形 ,根据 余 一、 


法 定理 ,显然 有 
и = A Ayeosa {9.1) 
若 将 m Я Ду 向 Ау 投影 ,还 有 
ту = 216058, + Арсова {9.2} 
从 1 点 到 2 УОН КАТ, ВЕРН 
矩 守恒 方程 式 , 有 
2), 2 
二 = (9.3) 
г: 916050: = Г2изсовб. (9.4) 


上 上 述 四 个 方程 中 , 包含 АБ, а,в, бо, #1 8. 
六 个 变量 ,只 襄 给 出 Av 和 a , 便 可 求 得 其 余 四 个 量 。 
不 过 , 为 了 限制 进 人 人 大气层 之 后 的 过 载 和 气动 加 
热 ,应 该 规定 0. 的 数值 ,此 时 四 个 方程 式 里 有 五 个 9а 大气 层 外 的 飞行 
变量 ,只 能 得 到 一 个 Av 和 a 的 关系 式 ,显然 希望 存在 菜 个 ,使得 Ay 取 最 小 值 , 妈 应 该 汪 
是 ЧАь/да = 0. 

为 确定 最 小 的 до 及 对 应 的 a ,将 式 (9.21 和 式 (9.4) 中 gicos6, 消去 ,得 

72160862 = го - riAvcosg (9.5) 


由 对 Я 求 导 , 因 ог, го, 利 8, 是 确定 值 , 则 有 有 





Ч 
726080. - Е = 一 Русова * аде + нАпыла 
根据 最 优化 的 要 求 ,应 有 dAv/da = 9, 因此 
dv . 
За 726038. = т Аузта (9.6) 


2409.1) 和 式 (9.3) а Же, И ЧАриЧа = 0, 并 消去 ал лда, 19 


40; . 

V2 go = Hoysine (9.7) 

把 式 (9.7) ҚА (9.6) 式 得 
(ry 20сов6, — rijAvsing = 0 
上 式 为 零 的 条 件 有 二 
sing = singgy =0 或 а= а) = 0 (9.8) 

А 

гэ оз, – ғ = 0 (9.9) 


2.49.8) 是 最 优 值 之 一 ,而 从 式 (9.9) 中 还 可 以 求 得 另 一 最 优 a 值 ,由 式 (9.5) 求 出 
reos 久 代 估 式 (9.9) ,得 


2 
00 - Агросова = 0 
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再 由 式 (9.1) #5 (9.3) 消 源 品 , 求 出 成- 如, 代 人 上 式 , 有 
_ 2 一 1) – Ла? + Awocose = 0 


对 于 加 轨道 有 и = ии, а 的 另 一 最 优 值 为 
(ни -上 十 (Авин) | 
Атга 





(9.10) 


аыр = ATCCOS 
ХМ Лоло 可 写 为 
(Ав/во} = т ово + — yw соза ыз — BLUri/r2 - 1) (9.11) 


当 оо 为 不 同 的 取 值 时 ,以 式 (9.11) ария ri/rz 平 右上 绘 成 曲线 ,如 图 9.5 所 示 。 Я 
aa = О, соро = amn = 0 时 得 到 的 曲线 称 为 7y 曲线 , 它 与 维 轴 所 围 的 面积 称 汶 工区 
Во у 曲线 是 两 个 最 优 状 态 的 分 界线 ,在 荆 区 域 之 外 和 у 曲线 上 ,满足 























dA _ 
ба foo, о 
ФА» 
да? аза > 0 
而 在 了 区域 之 内 ,有 
dns 
Ча |... 
рб 
Ар 
да? а= а о > 0 





因此 ,根据 极 值 原理 ,有 如 下 结论 : 
(1) 在 工区 域 之 外 和 边界 线 y 上 ,最 佳 的 а В аьыы 图 9.5 最 优 区 域 划分 
(2) 在 工区 域 之 内 ,ea 角 的 最 佳 值 为 ow 
由 于 工区 域 对 应 的 ri ra з КІН 2 ri“r = 1.125, Ж Ее: 
(1) 如 миро > 1.125, и/л < 1.125, НИЕ 


А 1 1 — 
2025 + 779 - Вто 或 全 ТУ 287 8 


20 
пааранан vo 的 反方 向 施加 , 即 а = ад = 0o 这 时 的 大气 外 的 轨道 飞行 
参数 可 如 下 求 得 。 令 аы = 0, 则 由 式 (9.1) 得 vi 代入 式 (9.3), 有 
v2 = vov (1 Арво)? + 20 трио - 1) (9.12) 


此 时 显然 还 有 9, = 0, 将 这 一 关系 代 人 式 (9.4) ,考虑 到 式 (9.12) о = wo0 ло, 
АЕ 0 时 的 最 小 速度 脉冲 Аел 


1 2 20rvm = 1) 一 Ar 1) 
Ат = #0 | мп)? (9. 13) 


севӣз 





(2) 当 满足 二 2 2/9 Вил = Ы => + ТУ 87177, 0, а Вана, ХР оз ЯП 
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Е До 有 | 


yi = МАЕ (Арво) ~ 20и - 1) (9.14) 
和 





| созӣ}? 
Ата = so/ 1 一 20 ra 一 1) А И 


9.4 返回 飞行 器 在 大 气 内 飞行 的 动力 学 方程 式 


与 飞行 速 座 比 , 姿 楚 运动 可 以 暂 不 考虑 ,出 和 牛顿 第 二 定律 , 当 返 回 飞 行 器 进 人 人 大气 之 
后 ,其 运动 方程 式 可 写 为 
пЗ арра С (9. 16) 


З, т ЛЕА ЯЕ, Р, РС 分 别 是 作用 在 其 上 的 反作用 推力 ,气动 力 合力 和 
中 心 引力 体 的 引力 矢量 ,在 返回 过 程 中 ,飞行 器 因 气 动力 而 形成 的 过 载 和 加 热 与 飞行 速度 
的 大 小 直接 相关 ,而 侧 向 速度 比较 小 ,下 面 的 研究 只 需 在 铅 垂 的 纵向 平面 中 进行 ,在 这 个 
平面 中 , 式 (9.16) 可 以 在 速度 坐标 系 { 见 图 2.1) 中 分 解 为 


т 9 = Р, – В - тғяпд 


2 
m(v 4 一 2-06) = Рр + Е – mecosd 


аһ, Р, 和 Ps БЕНЗ А ОГГЕ; РЕ 是 大 气 阻力 和 升力 ;r 为 自 
中 心 引力 体质 心 到 飞行 器 质 心 的 半 么 ;等 式 左 侧 是 返回 飞行 右 的 惯性 力 ,值得 说 明 的 是 第 
2 式 ,其 中 ,9 是 速度 与 当地 水 平 线 的 夹 角 ,就 和 式 (2.2) 左 侧 一 样 (只 是 那里 的 8. 角 是 速度 
相对 发 射 点 水 平 线 的 夹 角 ) , 它 的 第 2 项 是 因 沿 轨 章 运动 而 产生 的 向 心 加 速度 在 速度 算 直 
方 癌 的 分 量 。 

通常 ,气动 阻力 和 升力 可 写成 


РА 2 
бо рр 
О = SC = — 5.6 
2 2 у 


其 中 , С, ЖС, 是 飞行 器 的 阻力 和 升力 系数 , S。 为 特征 面积 (一 般 取 飞 行 器 横 截 面积 )， 为 
大 气 密度 ,而 002/2 被 称 为 动 压 头 , 具 有 压力 的 因 次 。 把 上 述 方 程 代 人 分 量 运动 方程 ,整理 
后 得 


2 


Я Р, 
ЕА = – 25 – gsind + нр (9.17) 
ад ©? Е Р 
gf = К + (= 一 20080 + 22 (9.18) 
其 中 ,弹道 参数 
9С. 





(9.19) 
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5 Кт ОВ заа ЕН 79 Э, Т 


К = І/р = С,/С, (9.20) 
БРАТЕ Е А Е, КАЗО АЈ КН 
8 = во у (9.21) 
Е ЛЕА 8| ЕН, до 是 其 表面 的 重力 加 速度 。 
飞行 器 的 运动 学 方程 式 是 
= vsing (9.22) 
93 = veosd( £) (9.23) 


Н 5 分 别 是 飞行 器 高 度 和 在 引力 体 表面 的 运动 距离 。 
气动 力 引起 的 过 载 定义 为 所 受气 动力 与 飞行 器 在 地 面 时 重量 之 比 , 则 飞行 器 相应 方 
向 上 的 气动 过 载 为 


Сб, рв? 2 
п. = Стой = б г (9.24) 
2тдо 220 
С, Sn ри? 2 
пу ТИ, = р (9.25) 
| 2mgo 280 
总 的 气动 过 载 是 
—= 2 и 
п = х пб е а 1+ К (9.26) 
80 


式 (9.17) #15 (9.18) 是 时 变 的 非 线性 微分 方程 组 , 很 难得 到 解析 解 , 为 了 获得 返回 
过 程 的 特点 和 加 热 及 过 载 的 变化 规律 ,通常 都 是 进行 近似 分 析 ,所 得 结果 可 供 初步 分 析 设 
计 使 用 ,精确 计算 要 采用 数值 方法 ,对 气动 热 分 析 , 还 应 考虑 到 因 高 温 造 成 的 防 热 材料 的 
烧 蚀 过 程 , 需 计 人 化 学 动力 学 和 传 热 、. 热 辐射 影响 等 ,是 十 分 复杂 的 ,已 超出 本 课程 的 范 
Я. 

研究 式 (9.17) (9.18) 两 方程 式 的 方法 还 有 : 

(1) 忽略 方程 式 次 要 项 ,导出 近似 解析 解 ; 

(2) 对 某 些 特例 求 精确 解 ; 

(3) 对 于 可 和 任意 改变 升力 和 阻力 的 升力 伍 飞 行 器 进行 小 参数 的 级 数 求解 

(4) 利用 相似 理论 ,把 返回 飞行 妖 的 飞行 轨道 改造 成 一 条 相对 二 道 ,以 无 因 次 相似 参 
数 进 行 分 析 。 


9.5 大 气 内 飞行 时 的 过 载 、 加 热 和 控制 
分 析 式 (9.17) 和 式 (9.18) ,可 以 知道 当初 始 条 件 已 定之 后 ,车 不 计 制 动 发 动机 的 推力 


P 和 Po ,惟一 能 够 改变 运动 规律 的 参数 就 是 弹道 参数 s 和 气动 品质 Kk。 事实 上 ,这 两 参数 
什 空 间 飞 行 器 返回 过 程 中 ,起 着 十 分 重要 的 作用 ,相对 来 说 气动 品质 К 的 影响 更 为 重大 ， 
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对 不 局 下 值 的 飞行 器 ,处 理 式 (9.17) 和 式 (9.18) 方法 是 不 同 的 ,过 载 . 加 热 的 特性 和 控制 
方法 亦 有 差异 。 
9.5.1 ЕЕ 

当空 间 飞 行 器 质心 和 气动 力 压 力 中 心 都 位 于 几何 对 称 轴 上 时 ,它们 不 产生 升 力 , 因 而 
А К = 0, 只 剩 下 一 个 参数 = 是 可 调节 的 .为 了 改变 飞行 器 在 大 气 内 的 飞行 轨迹 ， 
只 能 通过 改变 初始 条 件 来 达到 ,影响 最 显著 的 应 当 是 进入 角 包 。 通 常 弹道 式 返 回 的 进 人 
角 绝 对 值 不 到, 其 初始 段 , 因 飞 行 速 谋 高 ,接近 于 直线 ,为 进行 近似 分 析 , 假 设 ; 

(1) 大 气 密度 随 高 度 的 变化 符合 

р = poexp(t - ВН) (9.27) 

其 中 ,HH 为 飞行 高 度 ,8 是 常数 ,po 是 当 五 = 0 时 的 大 气 密度 

(2) 及 < < 民 , 即 飞行 高 度 远 小 于 中 心 引力 体 半 径 

(3) 馆 面 阻力 比重 力 分 量 在 速度 方向 投影 大 得 多 , 即 





2 2 
mgsind < < С,8, 5 = то 5 
(4) ЭЧТ ТРЕК, В 

9 = 8, = const 49.28) 

ВІ, 4 Р, = 0 时 , 式 (9.17) 成 为 
2 

а: = - о (9.29) 
2009.22) 成 为 

89 = vsing, (9.30) 
Н (9.27).2(9.29) 和 式 (9. 30), 便 可 求 得 

9 = - 志和 ep(- ВН)ан (9.31) 

积分 后 ,得 


In = Браше Lexpt - ВН) ~ ехр(- BH;)] 


5 


其 中 ,下 标 2 表示 进入 大 气 时 的 初始 参数 ,再 利用 式 (9.27) 得 


v= worp| 26. (© 一 22) | (9.32) 
х 方向 的 过 载 如 式 (9.24) 所 示 ,其 最 大 值 发 生 在 
2 
= АС - p02)] (9.33) 
为 最 大 处 ,因此 ,上 式 对 P 求 导数 并 令 其 为 零 , 求 得 
*” - эт (9.34) 


好 
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1 02 
0 = Рехр 一 一 一 (9. 35) 
nmax 2 р ? орт) 
ЛА АНН (9.24) 得 
118 
rym = — Ваар. 1 - 2) (9.36) 
通常 有 ,pz а р‘, 9.35) М (9.36) 成 为 
оных = voexp( т) А 0.610, (9.37) 
пы = ЕЕ (9.38) 


由 此 易 知 , 近 做 分 析 时 可 以 认为 过 载 的 最 大 值 和 对 应 的 速度 值 都 和 弹道 参数 无 关 , 而 减 小 
初始 轨道 倾角 9,( 绝 对 值 ) ,会 降低 最 大 过 载 。 

通过 大 气 层 返 回 时 ,气动 加 热 十 分 严重 , 热 景 以 对 流 与 辐射 方式 传人 飞行 器 ,防护 层 
的 分 解 与 烧 蚀 及 飞行 器 向 外 的 辐射 带 走 一 部 分 热量 。 通 常 ,从 地 球 胃 道 弹道 返回 时 ,飞行 
器 临界 点 最 大 温度 可 能 达到 2 000 ~ 2 700%C ,总 热流 量 可 达 (2.0 ~ 4.0) x 108 узо 
材料 烧 体 过 程 大 约 从 2 0009 开始 ,飞行 器 内 部 温度 可 达 几 十 摄氏 度 。 

仅 考虑 对 流传 热 , 且 气流 昌 层 流 状态 时 ,在 临界 点 的 热流 量 可 近似 取 为 

0 = ч" (9. 39) 

НР, У Я аР те саа А БАР НИН ЭЕ РЕ 
流 附 面 层 , 当 气 体 粘性 与 温度 7 成 比例 时 ,有 m = З.п = 十 。 而 返回 飞行 器 的 平均 热流 
и, Ех 





О = Cros 2 {9. 40) 
比 处 ,Cs 是 当量 表面 摩擦 系数 ,因此 ,返回 过 程 中 ,飞行 器 豚 人 的 总 热量 是 
0 = Сола, (9.41) 


式 中 ,to 各 в ДЕ Е Т НВ, 5 为 返回 飞行 器 的 表面 面积 。 
最 后 ,飞行 器 临界 点 的 温度 可 用 斯 捷 番 -- 波 尔 兹 曼 方程 计算 
0 1/4 
0 + 
г, (= -) 


Пир, о” ЖЕ - 波 尔 兹 曼 常 数 ,s 为 飞行 器 表面 黑 度 系数 ,可 取 6 0.9, 


从 式 (9.39) 易 知 ,临界 点 的 最 大 热流 量 ,出 现在 p3w 取 最 大 值 时 ,因此 把 式 (9.32) 代 
人 其 中 ,再 对 6 求 导数 , 令 结果 为 零 , 可 得 
о" = Репи (9.43) 
ОТА РАЕН В ЗН рер" 值 时 ,把 式 (9.43) 代 人 式 (9. 32) , 求 得 对 应 的 束 
是 





(9.42) 


. 1 要 
v6 .= въехр( — 6 ~ рар) (9.44) 


而 最 大 热流 量 则 可 由 式 (9.39) 求 得 
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. | эт 1 02 
тах = ja = Ее я + 2р а) (9.45) 
如 车 认为 ma < < 。”, 便 有 
93 = texpt ~ $) =. 0. 8552 (9.46) 


: 3 Psing, 
da = Во — Зе (9.47) 


上 或 中 ,是 自然 对 数 的 底 。 可 知 , 为 使 最 大 热流 量 减 小 ,应 尽量 减 小 初始 轨道 倾角 9,088 
ХИН), 并 最 大 限度 地 提高 弹道 参数 {提高 单位 质量 的 迎面 阻力 ), 比较 式 (9.46) 和 
249.37), Ш 见 临 界 点 最 大 热流 量 先 于 最 大 寺 载 出 现 。 

如 把 式 (9.32) 代 人 式 (9.41) ,下 由 式 (9.29) 将 dt 变换 成 dv 的 表达 式 , 积 分 后 还 可 求 
得 返回 过 程 所 吸收 的 气动 加 热 的 总 量 

0 = 0.256, 541 _ pl SA) (9.48) 

可 见 , 为 减 小 总 热量 0 ЛОЛ ОГВ СОИ 6 = 和 增 大 初始 轨道 倾角 9,{ 绝 对 值 ) ,后 一 
条 件 与 减 小 临界 点 量 大 热流 量 是 矛盾 的 。 

对 于 弹道 式 返回 ,为 减 小 最 大 过 载 值 和 最 大 热流 量 , 惟一 可 以 控制 的 量 就 是 再 人 角 
9 ,无 其 他 控制 可 能 ,因此 初始 参数 的 变化 , 飞行 器 外 形 的 误差 等 都 会 造成 落 点 误 莽 。 其 落 
ААВ К НЕЕ Ау (СИА Ар) 的 , 约 为 数 至 公里 , 其 短 轴 则 沿 速 度 的 垂直 方 
问 ( 模 向 ) ,也 有 百 余 公 里 ,这 种 落 点 的 低 精 度 是 弹道 式 返 回 的 主要 缺点 之 一 。 
3.5.2 弹道 - 开 力 式 返 回 

弹道 式 返回 的 缺点 ,如 落 点 精度 低 、. 过 载 和 气动 加 热天 等 ,可 用 给 飞行 器 增加 升力 来 
ТЕЙ, 当 升 阻 比 ( 或 气动 品质 )K = 0.2 ~ 0.3 时 ,已 有 很 大 的 改进 .这 种 小 气动 品质 的 返回 
飞行 器 ,可 创造 载 人 的 条 件 , 常 被 应 用 于 载 人 飞船 。 
a, 小 气动 品质 返回 飞行 器 的 控制 

小 气动 品质 返回 飞行 器 的 轨道 控制 , 是 
通过 改变 飞行 器 的 升 阻 比 来 实现 的 ,控制 深 
转角 是 一 种 实现 改变 升 阻 比 的 方法 。 图 9.6 
说 明了 它 的 原理 , 压 心 是 空气 动力 合力 的 作 
用 点 ,该 处 有 空气 动力 玉 , 它 被 分 解 为 沿 速 度 
方向 的 阻力 D 和 垂直 于 它 的 升力 工 , 在 平衡 状 
态 下 气动 力 还 应 通过 上 质心 , 它 与 重力 如 = 
mg 及 惯性 力 构 成 平衡 力 系 , 且 全 部 均 处 于 飞 
行 器 的 对 称 平 面 中 。 由 于 各 种 力 都 通过 质心 ， 
对 质心 不 存在 任何 方向 的 力矩 , 称 此 时 速度 
和 纵 轴 间 的 夹 角 为 平衡 攻 角 ,以 ar 表示 。 当 





图 9.6 ”小 气动 品质 飞行 回 
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攻 角 大 于 (或 小 于 )ar 时 ,升力 工 变 大 (或 小 ),F 不 再 通过 质心 , 它 想 对 质心 的 力 代 是 使 a 
的 值 趋向 与 er 相等 ,因此 ,我 们 说 这 种 飞行 器 是 以 仲 稳 定 的 {或 静安 定 的 ), 司 理 , 它 在 所 
滑 占 向 也 是 静安 定 的 。 

然而 .如果 飞行 器 维 平 面 对 纵 向 运动 平面 具有 初始 的 滚 转角 >, 则 其 在 纵向 运动 平面 
中 的 升力 成 为 Lcosy ,而 有 效 的 升 阻 比 变 为 

К = Косову (9.49) 
应 用 这 个 原理 ,通过 改变 у 第 的 大 小 ,改变 升力 Leosy 的 数值 ,可 以 达到 调整 纵向 飞行 距 
离 的 各 的 。 

与 此 同时 ,气动 力 还 出 更 了 侧 向 分 量 Lsiny, 它 与 水 平面 重合 ,在 该 力 的 作用 下 ,能 使 
返回 飞行 妖 相 对 初始 纵 平面 做 侧 向 机 动 。 这 样 , 虽 只 有 不 太 大 的 升力 , 却 足 够 用 来 提高 落 
点 精度 ,以 太 减 小 气动 加 热 和 过 载 ,如 果 不 需要 侧 向 气动 力 , 或 应 调节 它 的 大 小 ,可 以 让 返 
回 飞行 器 以 相同 的 滚 转 角 向 左 、 右 两 侧 转 动 ,或 按 要 求 变更 它们 的 大 小 和 偏转 的 时 间 。 

这 种 利用 滚 转角 同时 控制 返回 飞行 器 纵向 与 横向 位 移 的 办 法 ,又 被 称 为 返回 轨道 的 
滚 转 单 通道 控制 方法 .诚然 ,这 种 控制 方法 会 引起 纵向 与 横向 位 移 的 耦合 ,但 它 即 非常 简 
单 , 省 去 了 第 二 个 控制 通道 ,应 用 十 分 广泛 。 

一 般 取 ат = - 30 - - 20,6, = – 3° -天 -0.2-0370 = 20 ~ 3, 可 实现 
mx 25 3.5 的 返回 飞行 。 当 气动 品质 提高 时 ,最 大 过 载 还 要 下 降 ,这 是 因为 返 加 轨道 不 像 
弹道 式 返 回 那样 耳 的 缘故 .同样 的 原因 ,使 临界 点 最 高 温度 也 下 降 了 约 300 — 400 ,虽然 
总 热 重 因 返 回 飞 行 时 间 增 长 疝 增 大 了 (60 ~ 100) x 105 пр. 

为 控制 滚 转 角 , 常 在 返回 飞行 器 上 设置 肥 推力 控制 装置 , 它 将 产生 一 绕 演 转 轴 的 力 
和 矩 , 并 维持 所 需 у 角 的 数值 ,苏联 的 “联盟 ”号 飞船 滚 转 力 算是 绕 速 度 施 加 的 ， В, БЕ 
用 推广 器 的 安装 方向 应 相对 纵 对 称 轴 转 过 一 平衡 攻 角 ur 的 数值 .然而 ,美国 < 阿波 罗 "” 飞 
船 的 推力 器 却 垂直 于 纵 对 称 轴 安装 , 它 在 产生 洲 转 角 的 同时 ,也 形成 偏 航运 动 。 后 首要 舍 
飞船 的 静安 定 特 性 纠正 并 阻尼 下 来 。 

除了 利用 滚 转角 改变 Ks 以 控制 飞船 飞 
行 的 方法 之 外 , 还 可 利用 改变 攻 角 a 达到 这 
一 目的 ,如 图 9.7 所 示 , 当 a 和 角 改 变 时 ,升力 和 
阻力 系数 将 同时 改变 ,因而 也 改变 了 气动 品 
质 天。 改变 攻 角 可 借助 于 反作用 发 动机 产生 
控制 力矩 克服 气动 力矩 实现 ,也 可 靠 变更 质 
心 位 置 来 控制 ,还 可 以 利用 各 种 气动 操纵 装 
5810, 

还 有 一 种 改变 阻力 系数 C, ЯК 
的 方法 ,例如 在 飞行 过 程 中 张 开 姐 力 板 或 类 97 或 角 与 气动 特性 的 关系 
似 装置 .控制 效果 更 佳 的 办 法 是 综合 采用 上 述 各 种 控制 方案 , 既 采 用 攻 角 а 控制 方案 ,又 
应 用 滚 转角 y 控制 。 

b， 小 气动 品质 返回 飞行 器 的 过 载 及 加 热 
对 于 治 值 小 气动 品质 返回 飞行 突进 行 过 载 及 加 热 近 似 分 析 时 ， 还 要 在 弹道 式 飞 行 器 
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假设 的 基础 上 ,进一步 假设 由 于 有 了 升力 ,轨道 瓜 高 ,导致 出 现 过 载 的 最 大 值 时 ,返回 飞行 
器 葛 速 度 变 化 并 不 十 分 激烈 (自卫 星 轨 道 返回 )。 因 此 离心 力 与 重力 差不多 相互 抵消 。 


(7 - те )соѕ0 =: 0 (9.50) 
因此 ,着 不 计 Py, 式 (9.18) 成 为 
9 = оК (9.51) 
上 式 与 式 (9.22) 相 除 ,考虑 到 式 (9.27), 并 认为 191z< 因而 sin д = 0,48 


20 
9 96 = ok exp( - ВН) 


积分 并 应 用 式 (9.27) 后 ,得 


Ю = р Ее - 0) (9. 52) 
再 以 式 (9. 29) 除 式 (9.51) ,所 得 方程 式 积分 后 , 求 得 飞行 速度 
2 = pzexpt ~ 20 (9.53) 
或 
8 = b+ Ки (9.54) 


2 
由 式 (9.24) - 式 (9.26) 易 知 ,过 载 пыл 和 n 都 与 成 正比 ,只 当 该 量 为 最 大 时 过 载 
才 为 最 大 ,将 式 (9.52) 和 式 (9.53) КА ру’, 9 求 导数 ,并 令 结果 为 零 ,可 得 


2 ко. (06 + 9%, = 0) 


В? 
Го д 
9* = Аа +) (9.55) 


这 就 是 过 载 n 达 最 大 值 时 对 应 的 轨道 倾角 ,把 它 代入 式 (9. 52) 和 式 (9.53) ,得 п. 对 应 的 
密度 和 速度 


. К ; | 
р а-а 1+ 22) (9.56) 
Ч? 
в" = v2exp[— 2-01 МЕУ (9.57) 
把 式 (9.56) 和 式 (9.57) 代 人 式 (9.26) ,得 
gv 408 


К 465 20 
п = Ze [p72 ~ К 1 + 2) ер (1 + 1+ 2) + + КО (9.58) 


为 了 能 看 清 天 与 mmse 的 关系 , 设 19 | 为 小 量 ,因此 由 式 (9.55) 求 出 的 8* 角 是 
6" =0 (9. 59) 
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9* = К 

其 中 8”= 0, 是 对 应 于 С, > 0 的 情况 的 , 这 一 点 可 由 
式 (9. 18) 得 知 , 因 о 第 由 进入 大 气 时 的 角 值 {9 = 0, < 
0), 只 有 当 С, > ОСК > 0) ,才能 使 ? 朝 正 方向 变化 ,在 基 
一 时 刻 出 现 9 = 好 ,此 时 飞行 器 的 速度 与 当地 水 平 线 重 
合 , 此 后 ,返回 飞行 器 的 轨道 又 开始 上 居 ( 称 为 返回 飞行 器 Г: Е 
的 弹跳 )( 图 9.8)。 若 把 式 (9. 59) КА (9.52) 和 式 (9.53)， ов 飞行 器 的 弹跳 
Е 








©" = po +28 (9.61) 
у" = озер 72) (9.62) 
由 式 (9.26), 求 得 
2 28 

па = © ен) И.Ю (9.63) 

由 于 p; 很 小 , 则 上 式 略 去 此 量 后 ,成 为 

2542 = 

а = 人 xp 人 2) 1+2, (9.64) 


З, КЖ, п 减 小 了 。 . 
当 8”= KK 时 ,应 有 С, < 0, 因 只 有 这 种 情况 ,6 角 才 能 从 较 小 的 9 值 越 来 越 小 ,而 达 
到 9”= 大 ,因此 ,6 一 直 为 负 值 。 返 回 飞行 轨道 较 陡 , 此 时 利用 式 (9.58) 并 取 上 面 的 符 导 ,得 





2 
_ 92 ЁК 29; / 5 
Нах = 220002 ЕЕ в )ехр( К 一 2) 1+ К (9.65) 
当 | 色 1< < К, НЕ о, 时 ,得 
2 = 
а = — В мт к (9.66) 
2де” 


易 知 ,nw НН К ВЈ ТИНУ, Э ВТ АЯ БЕ, 

前 面 分 析 了 | 2 | ЗУЛУ ВЕИТ, ВЕ 及 的 变化 趋势 ,再 考察 | 9, | 为 较 大 值 的 情况 
(5° =18, 1 = 90), ШЖ лы 出 现在 pv? 为 最 大 值 的 瞬间 ,因此 对 ои 取 导 数 ,再 令 其 为 
等 ,得 


2 0 
И 2 
积分 后 ,有 
po? = РАТ: (9.67) 
因此 ,由 式 (9.26) , 求 得 最 大 过 载 是 
па = 250218 1 + Е? (9.68) 


这 就 是 说 , 当 |6, | 为 较 大 值 时 ,nw 将 随 天 的 增 大 而 增 大 。 
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ЕТ: 纪 2 上 应 取 小 值 。. 计 算 表 明 ,在 天 达到 1.0 之 前 , 它 对 减 小 的 作用 最 好 ,并 超过 1.0 之 后 ， 
影响 送 渐 减弱 。 
由 式 (9.39) Я, ,临界 点 最 太 热 流量 应 在 ог? 达 极 大 值 时 发 生 。 重 复 前 面 的 推导 过 
程 ,把 式 (9, 52) 和 式 (9.53) 代入 po ,并 对 8 取 导 数 , 令 所 得 结果 为 零 , 略 去 o 后 ,得 
Кд 


= 0 = 0 
3 
当 | 所 | 为 小 角度 时 ,由 .上 式 可 解 得 最 大 临界 点 热流 量 出 现 的 角度 为 
9“ =0 (9. 的) 
和 
ки К 
9** = 3 (9. 70) 


和 前 面 一 样 ,9” = ОН С, > 0 的 情况 , 它 也 是 具有 弹跳 的 飞行 (图 9.8), 且 出 
式 {9.59) 可 知 最 大 过 载 和 最 大 临界 点 热流 量 同 时 发 生 ,临界 点 最 天 热流 量 , 可 把 式 (9.69) 
代入 式 (9.52) 和 式 (9. 53) ,再 代 人 式 (9.39) 求 得 ( 设 aa 很 小 而 略 去 )。 
， 39 
0 мах = ВЗ | 9. | сер) 
可 见 , 临 界 点 最 大 热流 量 随 下 的 增 大 而 减 小 。 


9” = 多 是 当 Cy < 0 时 ,最 大 临界 点 热流 量 对 应 的 轨道 倾角 ,类 似 地 可 求 得 


{9.70 


ы = ЕС 一 селы (9.72) 


当下 较 大 而 | 9, | 较 小 时 


Р 


Жа = Зе (- Кул 


Гер 
可 见 ,近似 地 说 , О 与 进入 大 气 时 的 8, 角 无 关 , 却 随 KK 的 增加 而 增 大 。 

即使 不 太 大 的 气动 品质 ,返回 飞行 器 在 大 气 中 飞行 的 距离 也 比 弹 道 式 返回 远 很 多 . 辕 
定 气 动 品质 返回 飞行 器 最 重要 的 特点 是 落 点 精度 不 高 ,纵向 约 有 数 百 公里 误差 ,而 横向 也 
有 百 余 公 里 误差 ,采用 可 变 气 动 品 质 , 特 别 是 利用 深 转 单 通道 控制 ,将 大 大 提高 落 点 精度 ， 
纵向 可 高 达 20 ~ 30 km。 对 于 可 变 品 质 的 飞行 器 ,其 过 载 和 气动 加 热 仿 用 上 面 的 方式 计 
Ж ,但 要 以 Ke 代替 式 中 的 Ко 
9.5.3 进入 赴 冶 与 气动 过 载 特 性 
a. 进 入 走廊 

从 上 述 分 析 , 显 见 8: 的 大 小 对 返回 的 特性 影响 是 十 分 巨大 的 。g, 的 纵 对 信 过 大 ,不 仅 
使 最 大 过 载 nw 超过 了 容许 值 , 还 使 飞行 器 临界 点 最 大 热流 量变 大 。 因 此 .由 плах 及 
Qme 的 限制 决定 了 最 大 允许 的 | 9 1，。 

然而 ,是 否 9, 的 绝对 值 越 小 越 好 呢 ? 答 案 是 否定 的 。 当 | 0,1 过 小 ,飞行 器 有 时 不 能 进 
人 大 “ 层 的 稠密 区 域 ,速度 无 法 显著 减 小 ,会 青 次 冲 出 大 气 ( 见 图 9.8) ,因此 , | 9, | 的 最 小 


(9.73) 
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值 是 保证 不 发 生 这 种 现象 的 1 86, | зто 

102 1 1 0 1а ЗОН АЈЕ МЕ, И 0 1 1 02 1 АКА РОА АЎ 
了 进入 走廊 的 边界 。 

为 定量 描述 进入 走廊 的 宽窄 ,用 0 1 
和 1 名 1 舱 与 进入 时 的 初始 速度 о 和 天 气 
半径 六, 建立 两 个 假想 无 大 气 时 的 椭 图 轨道 ， 
它们 的 近 尼 点 半径 (或 近地点 高 度 ) 之 差 记 
为 A , 则 可 以 用 来 定量 好 表示 进 人 走廊 的 
宽窄 ,应 用 起 来 也 比较 方便 ,图 9.9 示 出 了 这 
种 进入 走廊 ,由 于 近 心 点 是 假想 椭 贺 轨道 的 ， 
因此 允许 它 进入 中 心 引力 体 表 面 之 下 。 进 入 图 9.9 ”进入 走廊 
走廊 的 宽度 与 目标 引力 体 的 引力 常数 ws, 其 
属国 的 大 气 称 密 程度 以 及 再 人 飞行 器 的 最 大 许 用 过 载 有 着 直接 的 联系 。 

当 nemex 确 定之 后 , 进 和 中心 引力 体 的 进 人 走廊 宽度 就 可 以 确定 了 , 表 9. 1 和 表 9 2 分 
别 给 出 的 是 弹道 式 和 弹道 - 升力 式 再 人 飞行 器 在 某 些 行星 的 进入 走廊 。 

№91 弹道 式 飞行 器 的 进入 走廊 
进 人 走廊 АН, Уют 




































































由 表 可 见 , 向 本 星 降 落 的 进 人 走廊 多 数 情况 下 为 最 狭 罕 ,向 火星 降落 时 进入 走廊 最 
宽 。 这 是 因为 火星 的 大 气 比 较 稀薄 ,木星 的 大 气 比较 稠密 旦 引力 也 比较 大 的 缘故 。 由 于 天 
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值 的 出 现 , 间 样 容许 过 载 的 情况 下 ,进入 走廊 大 大 加 宽 ，。 
b. 返回 飞行 器 的 气动 过 载 特 性 
返回 飞行 靛 在 大 气 中 飞行 时 ,过 载 是 在 六 
不 断 地 变化 着 的 ,不 同 的 返回 飞行 器 ,不 同 的 ”10 B= 
再 入 状态 ,其 变化 规律 也 是 各 不 相同 的 ,如 峰 
值 的 大 小 , 持续 的 时 间 , 出 现 的 次 数 等 。 ; 
图 9.10 给 出 的 是 不 同 初 始 再 人 角 龟 ,弹道 式 
返回 改行 器 过 载 随时 间 的 变化 规律 ,由 图 可 1 
№, | 三 1 越 小 ,最 大 过 载 的 数值 就 越 小 时 , 它 
的 出 现时 刻 也 越 迟 ,对 于 载 人 返回 而 言 ,只 当 图 9.10 19, 1 的 影响 
01 声 字 时 才 有 可 能 ,一 般 而 言 ,弹道 式 返 
回 , 无 论 在 什么 初始 条 件 下 ,nn 的 最 大 值 都 会 超过 ?3(m。， > Т), nsf ty 大 于 5 的 时 间 起 
过 60 ~ 7108. У 0, 绝对 值 减 小 时 ,飞行 时 间 加 长 ,气动 阻力 强度 减 小 ,因而 плах 下 降 , 反 
之 则 пах 增加 。 事 实 上 ,大 气 飞行 段 的 初始 条 件 , 除 了 0. 之 外 ,还 有 ws М го АН г, 为 规定 
的 数值 ,wm 虽 可 变动 但 变化 范围 不 大 ,因此 只 有 0, 是 影响 最 大 的 参量 。 : 
图 9.11 给 出 了 具有 不 同 气动 品质 的 返回 式 飞行 器 的 最 大 过 载 曲 线 ,从 图 中 可 以 很 清 
楚 地 看 出 最 大 过 载 与 进 人 时 的 状态 0, 及 气动 品质 КТЭ, прн К = 0.25 时 ,车 
бо = - 3 -- 1, ЕКА п. 不 会 超过 3.5; 当 天 -05 Еў, п 将 不 超过 2.5. 4 
| 92 132 у, п. 会 迅速 升 高 。 
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图 9.11 过载 与 再 人 角 的 关系 

9. 12 则 给 出 了 具有 不 同 气 动 品质 的 返 回 式 飞行 器 的 过 载 随时 间 变化 的 曲线 ,从 
图 9.12 中 可 以 看 出 ,进入 角 册 与 气动 品质 六 对 过 载 特性 的 影响 ,如 峰值 的 天 小 ,出 现 的 次 
数 ,在 一 定 幅 值 之 上 持续 的 时 间 等 。 随 着 气动 品质 开 雯 加 ,最 大 过 载 推迟 出 现 ,峰值 降低 ， 
退 图 飞行 时 间 显 鞭 增 加 ,天 大 于 总和 5 之 后 ,运动 旦 振动 性 ХН п, 有 若干 峰值 。 

当 返 回 飞行 器 载 人 时 ,应 考虑 宇航 员 乃 至 普通 乘客 所 能 经 受 的 最 大 过 载 和 最 大 过 载 
的 作用 方向 及 作用 时 间 ， 由 于 人 体 结构 特点 ,对 过 载 的 承受 能 力 是 有 方向 性 的 ,图 9.13 表 
示人 允许 过 载 .作用 时 半 和 作用 方向 间 的 关系 ,其 中 v 是 过 载 作 用 方向 与 人 体 织 轴线 的 夹 
角 。 可 见 ,过 载 越 大 ,人 类 能 够 承受 的 时 间 就 越 小 ;过 载 的 方向 越 接近 于 人 体 的 纵 轴 ,能 能 
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承受 的 过 载 就 越 小 。 在 设计 返回 飞行 器 乘员 症 位 时 ,应 该 充分 考虑 这 些 因 表 。 
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9.12 过载 与 升 阻 比 的 关系 


9.5.4 多 次 穿 过 大 气 的 飞行 

当 飞 行 器 返回 时 ,再 人 走廊 宽度 与 它 进 入 大 气 
时 的 初 幅 条 柏 {v3 和 6.) ,以 及 飞行 器 的 气动 品质 等 
有 密切 关系 ,其 中 尤 以 影响 最 大 , 当 飞 行 器 速度 
接近 第 二 字 宙 速度 或 更 大 时 , 常 使 再 人 走廊 罕 到 只 
有 几 公里 或 减 至 零 ,这 给 飞行 器 的 控制 带 来 极 大 困 
难 , 从 其 他 昨 球 飞 问 地 球 或 向 其 他 行星 进入 的 飞行 
就 会 遇 到 这 种 情况 。 

解决 的 办 法 有 下 面 几 种 。 下 以 利用 减速 发 动机 
使 进 人 大 气 时 的 速度 减 至 第 一 宇宙 速度 左右 ,但 这 
种 方法 将 大 大 增加 飞行 器 的 重量 , 甚 鞭 要 求 使 用 核 
燃料 。 另 -种 办 法 是 提高 空间 飞行 器 的 气动 品质 ， 
例如 提 到 1.0 ~ 1.2, 高 于 此 值 对 拓宽 再 入 走廊 已 
无 更 大 的 实际 效果 。 然 而 ,为 此 需 采 用 特殊 设计 的 
飞行 器 外 形 (如 考虑 增设 避 面 等 ,这 将 大 大 增加 结 
枸 和 防 热 材料 的 重量 。 第 三 种 办 法 是 采用 完善 的 控 
制 方法 , 适应 狭 窗 进 人 走廊 的 控制 要 求 , 这 也 会 导 
致 重量 的 增加 。 第 四 种 办 法 是 密 次 穿 过 大 气 层 , 利 
用 大 气 的 阻力 减速 ,如 图 9.14 所 示 ,空间 飞行 器 首 
先生 2 点 进入 大 气 , 随 后 的 飞行 分 成 三 段 :2 - 3 为 
第 -- 段 ,是 大 气 减 速 飞行 段 ;3 ~ 4 为 大 气 蝴 外 飞行 
段 ;4 ~ 5 是 第 二 次 进 和 大气 段 ,并 最 后 闭 陆 。 

其 中 第 一 段 , 即 2 ~- 3 段 最 为 关键 , 因 自 3 点 飞 
出 时 速度 的 大 小 和 方向 ,决定 了 3 - 4 和 4 ~5 段 的 





图 9.14 二 次 穿越 





图 9.15 才 次 穿越 
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飞行 。 据 计算 ,车 速度 误差 为 1 ms, 角度 误差 为 0.01 ,将 会 造成 25 km 的 落 点 偏差 -而 4 - 5 
段 机 动 的 能 力 大 约 在 + 400 km 左右 ,这 就 导致 对 第 一 段 飞行 控制 精度 要 求 的 提高 , 自 月球 
返回 地 球 可 以 采用 这 种 飞行 方案 “阿波 罗 ” 飞 船 就 采用 了 这 种 方案 。 | 

当空 间 飞 行 器 以 接近 或 大 于 第 一 字 审 速度 进 人 行星 太 气 时 ,往往 需 两 次 以 上 地 穿 震 
大 气 , 如 图 9.15 所 示 。 空 间 飞 行 器 三 次 穿 过 大 气 层 ,第 一 次 进 人 ,减速 为 大 椭圆 轨道 ,第 
二 ,三 次 进入 ,气动 阻力 将 胃 道 逐渐 摄 动 为 小 桶 圆 ,然后 以 较 小 的 As 进 人 绕 中 心 引 力 体 的 
稳 绊 道 ,或 在 此 运行 ,或 等 待机 会 进入 大 气 , 并 返回 行星 表面 。 
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Еж МЕЛ а ЗА 


空间 飞行 器 姿态 运动 学 是 研究 它 在 轨道 运动 中 绕 有 关 轴 转动 的 和 角度 和 角速度 变化 规 
律 的 学 科 。 


10.1 常用 的 坐标 系 


惯性 坐标 系 ” 动 力学 的 最 基本 定律 是 和 牛顿 三 大 定理 ,这 些 定理 是 描述 物体 在 惯性 空 
间 的 运动 规律 。 所 请 惯性 空间 ,是 指 静 止 或 以 等 速 直 线 运动 的 空间 。 然 而 静止 和 运动 本 
来 都 是 一 种 相对 的 概念 。 例 如 ,人 在 车 中 是 静止 的 , 树 在 大 地 上 是 不 动 的 ,但 如 果 站 在 站 
台 上 看 车 子 或 跳 到 空间 看 地 球 ,车 中 的 人 和 种 在 地 上 的 树 也 都 是 运动 的 ,所 以 动 和 更 是 一 
种 相对 概念 ,惯性 空间 也 就 是 相对 的 了 。 在 工程 实践 中 ,我 们 可 以 取 具 有 一 定 加 速度 的 空 
间作 为 惯性 空间 ,只 要 加 速度 足够 小 ,与 研究 对 象 相 比 可 以 敌 略 , 且 不 影响 问题 真实 解 的 
精度 要 求 即 可 。 例 如 , 当 我 们 研究 地 球 卫 星 时 可 以 取 地 心 惯 性 坐标 系 作 为 参考 系 ,而 研究 
星际 飞行 时 又 可 取 日 心 惯性 坐标 系 为 基础 ,在 研究 某 些 问题 时 甚至 还 可 以 选择 轨道 华 标 
ЖУА, 

ЖП т ЕТ, 原点 取 在 地 心 ， 
ЕХ, 沿 地 球 自转 辖 指 向 北方 , ЕХ, 指向 春分 点 ， 
ЕҮ, 与 男 两 轴 构 成 右 旋 正 交 系 ( 图 10.1), 显然 
EX 是 赤道 平面 。 

ЗОНА ОХ, 这 是 由 轨道 平面 和 
地 心 确定 的 坐标 系 。 已 知 轨 道 平面 应 该 通过 地 
心 , 所 以 轨道 速度 和 空间 飞行 器 到 地 心 的 连 线 
必然 处 于 轨道 平面 之 上 。 假 如 我 们 取 空 间 飞 行 
器 质心 为 坐标 系 原点 0, 巾 到 地 心 E 的 连 线 为 ”图 10.1 ”地 心 惯性 坐标 系 和 轨道 坐标 系 
02, 轴 指 向 地 心 为 正 ,在 罗 道 平面 指向 前 方 的 是 ОХ, 81, ОР, 和 前 两 轴 构 成 右 旋 正 交 系 
(图 10. 1)。 显 然 07 是 轨道 平面 的 法 线 , 而 对 于 圆 轨道 ОХ 是 它 的 切线 。 

空间 飞行 器 坐标 系 Oxyz 本 坐标 系 与 空间 飞行 器 固 联 , 如 果 空 间 飞 行 器 不 旋转 ,在 
正常 的 理想 稳定 状态 , 它 是 与 0X,Y,Z。 同名 轴 相 重合 的 ,通常 空间 飞行 器 有 纵 轴 和 级 对 称 
面 ,此 时 Ох 将 与 纵 对 称 轴 重合 指 向 前 进 方向 , Оу 垂直 于 纵 对 称 面 , 0， 与 它们 互补 成 为 右 
旋 正 交 系 。 空 间 飞 行 器 在 受到 扰动 ,或 在 控制 力矩 的 作用 下 会 产生 角 运 动 , 合 Oxyz 坐标 系 
不 再 与 Of 了 2。 重合 。 这 时 绕 Ох 轴 的 转角 被 称 为 滚 转角 ,该 轴 就 是 滚动 辅 ; 绕 Оу П Ог 轴 
的 转角 分 别 是 信仰 角 和 偏 航 角 ,而 Or 和 Oz НЕЖИН НИЯ Е НИР 
МИЛ КУ ЕВ, ИЕН КН ВЕНЕВ, 
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空间 飞行 器 体 加 联系 Oxsysz。 又 简称 为 体 固 联系 , 当 飞 行 器 不 微 自 旋 和 运动 时 , 体 闫 
联系 与 空间 飞行 器 坐标 系 Оху 是 完全 一 臻 的。 然而 ,空间 飞行 器 常 财 绕 Oxyz ИН 
旋 和 运动, 以 增加 指向 的 稳定 性 或 抗 翻滚 能 力 ,这 样 Ожьуьь 与 Oxyz 将 不 再 重合 ,而 是 周期 性 
地 重 登 到 一 起 。 所 以 ,xsyszs 随 着 Охух 坐标 系 相对 O27,Z, ОНТ ЈЕ ОН , 偏 
航 和 深 转 ) ,同时 还 相对 Oxyz 做 自 旋 运 动 , 自 旋 轴 可 以 是 Oxyz 中 的 任何 一 坐标 轴 , 但 本 书 
中 常常 推定 Оу 为 自 旋 输 。 





10.2 欧 拉 角 和 坐标 变换 窍 阵 


欧 拉 角 。” 欧 拉 角 是 说 明 空间 飞行 器 与 轨道 坐标 系 之 间 , 即 Охух БОГУ, 之 间 角 方 
位 的 关系 的 ,正常 情况 下 飞行 器 坐标 系 Oxyz 与 轨道 坐标 系 OX,Y,Z, 同名 轴 重 合 , 且 指 向 一 
致 ,但 在 干扰 力矩 或 控制 力矩 作用 下 ,两 者 将 不 一 致 ,有 时 为 了 某 项 任务 的 方便 还 会 有 意 
地 让 Охуг 坐标 系 与 OX。Y,Z。 偏离 .在 上 述 两 坐标 系 不 一 致 时 ,为 了 确切 说 明 两 者 的 指向 关 
系 ,常常 应 用 相继 旋转 的 赛 态 角 定 义 ,这 时 密 态 角 又 常 被 称 为 欧 拉 角 、 

我 们 知道 ,如 果 把 角速度 视 为 矢量 , 则 绕 两 相交 轴 旋 转运 动 的 合成 运动 的 角速度 ,可 
以 按 几 何 相 加 的 方法 由 分 别 绕 两 轴 的 角速度 求 得 ,然而 角度 却 不 是 矢量 ,不 能 利用 类 侯 矢 
量 求 和 的 方法 去 求 其 和 角度 ,而且 最 终结 果 不 仅 取决 于 绕 钠 轴 的 角度 大 小 ,而 日 与 旋转 顺 
序 有 关 。 因 此 ,四 欧 拉 角 措 述 旋转 运动 时 ,我们 应 该 考虑 绕 三 轴 旋 转 的 顺序 。 

如 果 从 Олуг 和 OX。Y,Z。 相互 重合 的 位 置 出 发 , 令 Олуг 坐标 系 顺序 地 绕 不 同 轴 旋 转 ， 
最 后 达到 Oxyz 的 新 位 置 ,具体 地 有 如 下 顺序 , 先 绕 ОХ, 轴 转 过 p 角 得 Ox1y1z1, 再 线 Оу 6 
9 角 得 Oxayam ,最 后 绕 Осо 转 过 р 角 至 Олуг 坐标 系 的 新 位 置 。 上 述 过 程 可 简单 地 写 为 

(Фф) = у(19) == (0) 
那么 ,从 轴 的 旋转 顺序 排列 数目 考虑 ,上 述 学 标 系 的 变换 过 程 共 有 12 种 ,它们 是 
х(ф) ж у(9) = ,sp) = =(4) > у(9) 
х(ф) — у(9) — (р), (оф) (Ф) = «(5) 
YO) op) х(ф),у(9) = (Ф) = (4) 
уб9) — (0) — у(ф),уб(9) = (Ф) — уб) 
208) = xp) у(9), 200) — уб9) = #(ф) 
204) —х(ф) — 2009), 204) = (9) — 2(ф) 

坐标 变换 矩阵 (0) = уб) = хб) 的 变换 顺序 为 例 ,说 明 这 一 过 程 的 坐标 变 
换 短 阵 和 应 用 上 坐标 变换 短 阵 进行 姿态 角 和 姿态 角速度 变换 的 原理 ,图 10.2 说 明了 这 个 变 
换 的 过 程 ,先是 绕 07。 轴 以 角速度 由 转 过 光 角 ,得 Оу 坐标 系 ; 再 绕 0y 以 角速度 总 转 
过 口角 ,得 Охзуз 坐标 系 ; 最 后 绕 Ox, 以 角速度 9 转 过 9 Я, НН Охуг, 

上 上述 过 程 中 ,由 ОХ,У,2, 到 Oxiyizt 的 变换 矩阵 ,可 推导 如 下 (图 10.3)。 设 在 空间 有 某 
М Р ЕТЕ ОХ,Ү,2, ФИ Х, У, 和 2,, 而 在 Оху 中 是 му Я 210 1 = 
2, ПР № ОХ,Ү, 平面 的 投影 点 是 Р.Н 10.2 的 几何 关系 可 得 

Xl = Хо cos ф + У, віп Ф 


УЕ =- А, віп ф + У, соѕ ф 
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图 10.2 НХЛ, і Оху 变换 的 过 程 


这 样 就 可 以 求 得 », 
1 сву зіп 01| А И 
у | = - зіп фф соз Ф 1 Ү, 
zi 0 о 2, я, 

如 果 令 Хх = [м я ай! 和 х = " 





[Х, У ZJ 而 以 Со 表示 由 ОХ,У,2, 到 
Oxiy121 的 坐标 变换 矩阵 , 其 前 后 两 下 标 分 别 表示 


变换 后 和 变换 前 的 坐标 系 。 上 式 可 疏 写 为 
41 = бод, (10.1) 


соф вто 0 
бло = Ё ап Ф 608 р ] (10.2) 


0 0 1 
同 理 ,如 果 以 x2、y; 和 zo 表示 Р ФЕ Округ, 中 的 坐标 ,并 以 到 = Газ у 2.17 表示 坐标 
的 列 阵 С; 表示 从 Ox1 yi 21 问 Охзузхә ВАА Н РЕ ИН 





о 


图 10.3 № ОХ, 到 ху 变换 矩阵 的 推导 


其 中 


ЖХ = Суху (10.3) 
和 
208 9 0 это 
Су -| 0 1 0 | (10.4) 
зп 0 wosw 


最 后 ,以 x、y 和 z 75Р 在 Oxyz 中 的 坐标 ,并 用 工 - [x y zj] 和 Cy 表示 PP 点 坐标 的 
ЯНА, Охо уо 向 Охуг 的 坐标 变换 矩阵 ,有 

ЖХ = сх, (10.5) 
和 


56. жигит 








1 0 0 
Сә = [ cos 由 sin {10.6) 
0 -sing соѕ ф 
如 果 以 Со ХН ОХ,Ү,2, 到 Охуг ВЕЧЕ Е, ,显然 应该 有 
Ж = С.Х (10.7) 
的 关系 ,而 考虑 到 式 (10.1) 、 式 (10.3) 和 式 (10.5) ,得 
Х = 626и СХ (10.8) 
比较 上 两 式 , 可 求 得 Са 
Сх = боба бю (10.9) 
#55. (10.2) 210.4) #5 (10.6) 代入 后 , 求 得 
соѕ 9 соѕ ф cos 9 зіп ф – ма 
С.о = | – соз ф зіп Ф + віп ф зіп 9608 4 соѕ ф 009 фт ф зт Защ Фф ым фсов 9 
sin фзіп ф + соз зіп 9 сов 0 — віп ф соѕ ф + соз фэіп Dsin ф тоз феов 9 
(10.10) 


前 面 以 一 个 空间 点 P Е ТАТА К ОН, 导出 了 各 系 之 同 的 坐标 变换 矩 
阵 。 然 而 坐标 变换 矩阵 还 可 以 做 矢量 在 不 同 坐 标 系 中 分 量 癌 的 变换 ,只 要 把 各 轴 上 的 分 重 
视 为 天 端点 的 坐标 ,就 不 难 理解 这 个 变换 的 实质 。 

在 从 ОХ,Ү,2, 向 Охуг 的 转动 过 程 中 ,是 分 别 绕 三 轴 以 角速度 jg,5 和 ф 完成 的 ,如 前 
所 述 角 速度 可 以 视 为 矢量 ,其 几何 和 (矢量 和 ) 就 是 合成 运动 的 角速度 。 后 者 又 可 以 在 任 
意 一 个 坐标 系 内 分 解 成 分 量 ,不 过 我 们 应 用 最 多 的 还 是 在 Oxyz 体 坐 标 系 内 的 分 量 as Фу 
和 w,。 根 据 这 个 原理 ,把 g 和 分 别 看 戌 是 某 一 角速度 在 Dxzyaz 坐标 系 中 Or, 和 0y, 轴 
ВЛ, Пт 0 Е Охуд 中 02, 轴 方 向 的 分 量 (图 10.2) ,那么 о.о, Жо, 应 如 下 求 得 


о, ф 0 
wy | = бы] 9 0 (10.11) 
б. 0 


ф 
将 式 (10.6) 和 式 (10.4) 代入 上 式 ,得 


toy ] 0 一 зіп г Ф 
my | = [ соз Ф cos віп ‚ 9 (10.12) 
о) 10 $ 


+ СС 














-~ зіп ф соѕ 905 Фф 

о ло, а, 是 从 轨道 坐标 系 ОХ,У,2, В КЕ Охуг 的 角速度 在 Оху 中 分 
量 , 其 和 的 矢量 和 = az + wj + од 称 空间 飞行 器 的 姿态 角速度 , рф 又 称 资 态 角 ， 
它们 描述 了 Oxyz 和 OXT,Z, 之 间 的 角速度 和 角度 关系 ,i „Ў. КУЕ Ох, Оу, О: 办 的 单位 
х Е. 

这 里 要 说 明 的 是 ,直角 坐标 系 的 坐标 变换 矩阵 都 是 正 交 的 ， ВЕЧНАЯ, 
因此 对 于 毕 标 变换 矩阵 C ; 有 


Cy= (Ca) = СТ (10.13) 
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的 关系 。 这 里 Cy 表示 由 j ААВ ГА: ААК АЕ, С, 则 是 由 i 系 向 j 系 的 变换 矩 
阵 。 两 者 本 来 是 于 为 逆 和 矩阵 的 关系 ,但 有 了 式 (10. 13), 求 逆 的 过 程 可 以 用 简单 的 转 置 来 代 
替 , 大 大 的 节省 子 推导 过 程 。 

不 过 式 (10. 12) 中 的 变换 矩阵 却 不 是 正 交 的 ,因为 从 几何 角度 看 р. 9 和 站 并 不 相互 
ЧЕН, М а, о, Жо, Ж фо 和 少 的 过 程 不 能 简单 地 把 中 间 的 方 阵 转 团 来 代替 求 道 ， 


而 应 写成 
#7 [1 0 - это -fo 
| = [ соз ф сов Vsin ; cy (10. 14) 
ф О - віп ф соѕ соз ф а), 











并 老 老 实 实地 计算 方 阵 的 逆 , 或 由 式 (10. 12) 用 其 他 方法 求解 .3 和 几经 推导 式 (10.14) 
的 递 是 


] 0 ~ іп Т! 
О eos gp cos віп Ф = 


0 -sia ф cos дсоѕ Ф 





О еоѕ соз Фф ~ соѕ sin Ф 


cos 9 зіп Эт ф віп 9608 ф 
cos 19 


0 sin ф соѕ Ф 
(10. 15) 

ЕНН Г ЖЕ 1/eos ,这 意味 着 当 3 = 90 时 ,矩阵 奇异 , 式 (10.15) 无 解 ,这 正 用 
应 用 欧 拉 角 描 述 坐 标 变换 的 缺点 。 为 了 避免 奇异 的 出 现 , 可 以 采用 四 元 数 描述 坐标 变换 的 
方法 。 

式 (10.11) ~ 式 (10.13) 处 理 了 从 ОХ,У,2, 到 Oxyz 或 反 过 来 变换 中 的 姿态 角速度 , 然 
而 ОХ,У, 2, 坐标 系 是 随 着 空间 飞行 器 运动 的 , 它 沿 OF 轴 的 反方 向 绕 地 心 惯 性 系 以 wo 旋 
转 。 若 考虑 扫 道 坐标 系 的 这 种 运动 ,应 在 飞行 器 原 有 角速度 4, . Фуу о, 中 增加 wo 影响 成 
分 ,成 为 相对 地 心 惯性 坐标 系 的 姿态 角速度 。 它 在 0xyz 坐标 系 中 的 分 基 以 шхо Жо! 
表示 ,应 写 为 (与 式 (10.11) 比较 ) 





27 Ф 0 0 
шу = С.а б +С Хн 0 |- с. Я (10. 16) 
а; 0 ф 0 








其 中 ,oo 是 空间 飞行 器 质心 绕 地 心 的 轨道 角速度 , 它 与 真 近 角 8 有 wo = 9 的 关系 ,我 们 知 





道 空间 飞行 吕 的 轨道 动量 短 和 半径 满足 = 专 = УР. и. 
г к + есоз 
а = б - (Аа + есо»ӣ)? (10. 17а) 


其 中 ,p ЖЕ, и 是 中 心 星体 引力 常数 。 如 轨道 为 圆 形 ,其 半径 р 与 p 相等 , 则 


[в 
“0 = ез (10.17) 


90837901, Ш) (10. 17а) 还 可 求 得 
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ео - {а + 2есоѕ 8) (10. 17е) 
В 
(10.4) 5010.6) 和 式 (10. 10) 代 人 式 (10.16) ,有 
1 0 – зіп 9 Ф сов 9 віп ф 
= | ens Ф соз Hsin а 9 一 |= фсоѕ ф + эп psin Эвш ф е (10. 18) 


" ~ віп фсоѕ ф + соя psin Dsin ф 


ф 
БЖК оло .wz о ро ФАЗЕ, ВАНО. 15) 22825 (10. 18), 


Ф с05 :9 віп Эт ф зіп 908 Ф СМ 
9 | = 一 9 0 сов 908 Фф ~ cos эт ф || ау 


$ * 





О -sng соѕ 90055 





sin 入 
| 
+ сов в cos 9503 (0 іе 


sin Эіп ф 








0 ып ф cos ф а; 
(10.19) 
式 (10.18) 和 式 (10. 19) 是 空间 飞行 器 相对 惯性 空间 的 姿态 角速度 w: ,w; 和 wr 与 
史 ,9 , 少 之 间 的 关系 。 它 和 式 (10.12) 与 式 (10.14) 的 益 别 在 于 多 了 轨道 角速度 ао 
Е Еа А ВО Я ВА ЕТ РНН аре, 
给 求解 带 来 不 少 麻烦 。 不 过 , 当 Охуг ЖОХ, Ү,2, ЧНО (ЕН АТИ: 
在 稳 态 工 作 点 的 附近 ) ,姿态 角 ( 欧 拉 角 ) 是 小 量 , 可 以 认为 sme = a,cosa = Іо 是 任意 
姿态 角 ) , 则 略 去 二 阶 小 量 后 式 (10. 10) 和 式 (10. 18) 成 为 


1 和 -9 
с -|-， 1 а (10.20) 
9 一 Ф 1 
ах Ф Ф 
四 中 |. (10.21) 
М ф -? 
类 上 式 还 可 移 项 求 得 
е] ро ry 
9 -| | ь (10.22) 
ф и: -? 











АЕ (р) — у(9) = х(ф) ЖРЕТ АЕ ВАЕ ЕЕГ АН 38 10.1 中 给 
出 了 12 种 变换 顺序 得 到 的 坐标 变换 矩阵 Co, 表 10.2 ВИ ВВЕЛА, 

如 果 不 计较 道 角速度 ,或 者 将 轨道 速度 的 影响 另行 考 筷 时 , 式 (10.21) 和 式 (10.22) 还 
可 以 被 写 为 











多 
| (10.23) 
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3101 也 种 不 同 转动 闫 序 的 坐标 变换 算 阵 
转动 顺序 | Cw - 由 ОХ,У,2, 向 0wz 的 光标 赛 换 矩 隆 








сов сов 29 віп фсоѕ ф + соз фвіп dsin ф зіл fsin ф — сов фвіп сов ф 
(Ф) == уб) 一 Sin фео 9 сов Weos ф ~ sin узіп віп ф сов psin ф + зіп фвів сов Ф 


віп 0 ~ соз дїп ф сов сов ф 








соз фсов 1) сов віп фсов ф + віп зіп ф сов віп psin ф - віп 908 ф 


хф) = 200) -iny сов Poos ф сов фи ф 




















sin Әсов ф віп віп 608 ф ~ сов зіп ф віп Ўѕіл wsin ф + сов Ўсов Ф 
| р | сов Р | аа віл р — ят 5508 Ф 
х(ф) = уб) — х($)] віп фт @ соз 4003 ф - вів фсов Pein $ 008 фвіп g + sin goos сав ф 
соз фай 9 — мп Weos ф — сов 4006 Ош ф – віп фаіп ф + сов феов 9с05 Ф 
р соз 0 віп сов ф віп уши ф 





хф) -> 20р) x - соз ўзіп Ф сов 9008 феоз ф — эт дат ф сов Ocos фвіп ф + sih 9сов ф 


sin віп фф 一 sin 9603 фсоѕ ф – сов віп ф ~ віп сов філ ф + соѕ 908 ф 





nm | 





сов сов 9 sin ф — сов фвіп 19 
УС) — 2 ф) = хф) – соз фам сов 19 + віл ат 9 сев рсов Фф сов psin ysin 9 + віп сов 8 


sin фе фсов 9 + сов фвіп 2 — віп geos ф -~ зіп фет фвіп 1 + сов фсоз 9 











соз усов 0 + віп gsin psin Я віл Weos ф — cos фвіп 9 + віп фым сов 1? 


709) ж хф) (0) - яп феок 19 + соя віп фят 9 сов соз дф зіп jsin 19 + сов фжіп гоя Я 

















сов феі 9 — Sin Ф сов PC05 9 
сов фсов фое 19 一 зіп фам У сов gsin Ф - сов фода бат 9 ~- вт 名 Cos 9 
у(9) = (9) + у(ф) – мп Weos Э сов 9 sih wsin 9 
віл geos феов 9 + соз фвіп 19 віп Pan — віз фсоз фвіп 9 + соз Pcos д 
сов poos 19 — зіп feos фар 19 віп фзіпф – соз фан 9 — віп 46008 соз 9 
У(9) = хе) = уф) sin від 9 сов ф віп феов 9 
sin фсоз 0 + сов сов фвіп 19 — сов ўвіп ф - зіп фзіп 9 + соз феов рсов 19 











соѕ 2005 3 — віп двіп фвіп ф cos віп ф + віп gsin фсов фф - віп дсов ф 
200) = (р) = у(9) — сов фиш ф 605 фсов у віп $ 


віп сов у + сов :Эвіп фвіп gd ein Hsin ф ~- сов зіп сов (0 соз Эсоз Ф 





сов сов р соз Dain y ~ віп 09 


2080) — (9) = х(ф)| — сов psin у + вія фыт Beos ф сов сов y+ віп gsin віп фо віп фев 9 





віл фай ф + сов віп Ўсав Ф - sin $005 ф + сов віп віп Ф сов фсов 9 
一 一 И 20 фсови 

сов (008 ф — віп 9005 фт 出 сов Ўзіп ф + віп 9соз фсов Ww звів 9sin Ф 

2080) = х(ф}-= 2(9)| — віп 9008 ф — воз оов фзіп фф — віп зіп 4 + сов сов сов { сов дат Ф 


sin фа у — Sin фооз й 205 ф 













сов фсоз 9608 ф – віп pain у са peos віп ф + віп peos Ф  — сов Psit 9 


200) — у(9) к :(ф)| – ва сов eos 4 — соз фвіп ф - віп оов gsin + сов $005 фф віп psin 9 


віл 9005 ф зіп аіл уф сов 19 
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№ 10.2 





хб) =" уб) == х) 


ЮАНА ЗЕТА ЗЕ ВЕЗУ В 


转动 顺序 | (0 9 ФТ (о, оо, о, НОЛЕ Н wo Се соу г УГ ИНЫЕ 











хер) == 20р) — у(9)) 











х(ф) —> у(9)-+ х0) 








х(ф) +208) = х(9) 





y(9) = #(ф) > «(ф) 


а... 

















у09) = а(ф) — (4) 


д. 


7(9) = #(ф) —= ур) 





(9) = х(ф) — т) 








24) == хф) = уб) 


|69 0 oo дова ў 


| 
214) = у(0) — (5) 


2) к х(ф) — #9) 


20р) — у(9) — :(ф) 































































соз Шсоз 9 эту 0 一 вм ео ф - соз феіп Эзш ф 
— яп фсоз Я сову 0 — сов усов ф + зт еіп dsin Ф 
Sin 9 0 1 соѕ ф 
cos 19соз 2 0 - ят — сов Зат 4608 ф 一 віп О5ш ф 
~ siny 1 0 — сов усов ф 
він cos 0 «о | 一 Sin Dein фооз ф + сов зіп ф 
Cog 8 0 1 — мл Вып ф 
sn фт 9 сону 0 一 сов усов ф + эт фсов Dain ф 
сов фт 19 – аіпф 0 Sin сов ф + соз 4605 9508 ф 
соѕ 由 1 0 — віп фсов ф 
一 cos Эаіп 0 0 ви 29 — сов соз сов ф + віп аі ф 
віп 9508 ф 0 09 ~ віп 908 Џсая Ф + соз Эт ф 
1 віп ф 0 — вім 0 
О аж 中 po фф sing — соз фсоз ф 
О — ал фсов ф соф sin peos ф 
сов 名 Бп фо р 0 — віп Усов Ф С 
— віл 多 сов сов р 0 — соѕ 1005 Ф 
0 - пф 1 віп Фф 
соз Ф сов фвіп gp 一 Sin № — соз фвіп ф 
0 сов ф 0 一 соз ф 
sin ф віп фп ф есѕ Фф ~ віп фвіп ф 
соз фф 0 еіп psin Ф 0 | 
0 1 eos Ф -1 
зіп ф 0 一 pos 4608 Фф 0 
соз 0 ~ віп 9ео Ф І ~ соз віп ф — sin зіп фов р. 
0 1 sin Фф — соз фсов ф 
| = віп Bein $ + сов (зіп сов у 
1 0 = віп 19 – сов бесов ф 
0 созт eos то — сов peos ф — зіп psin віп ф 
0 一 sin $ 00 9005 Ф _ К віп фсов ф — eos pain dsin ф 
сов 0 віп зіп ф — 008 9sin ф - віп Эсоз фсоз у 
- віп 9 0 co еіп Фф sin зіп 0 — соз сов фсоз ф 
0 1 cs sin фсов у 
О зтф - сов тд 一 Сов 9608 Dsin pj 一 яп сов о 
О соф віп фвіп 9 sin $608 Ssin ф — сов фсов ф 
1 0 соѕ 9 — sn Dsin у 
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这 说 明 对 于 小 角度 的 情况 ,坐标 变换 时 的 旋转 顺序 已 不 影响 变换 的 结果 , 绕 某 轴 的 旋 
转速 率 便 是 飞行 体 浴 标 系 同名 轴 的 角速度 ,作为 这 一 结论 的 延伸 ,还 可 以 把 依次 的 三 个 旋 
转角 之 和 视 为 一 个 和 角度 矢量 Ф ТТЕ Oxyz 坐标 系 各 轴 的 分 量 , 就 是 绕 各 轴 前 旋转 角 











Ф = (Фф 9 0)" (10.24) 
那么 式 (10.20) 可 以 被 写成 
Co=E- Ф" {10.25} 
其 中 五 为 3 阶 单位 阵 , 而 式 (10.23) 成 为 
ax ф 
о, | = (Е - Ф) | (10.26) 
и $ 


这 个 结论 对 于 12 种 变换 顺序 都 是 正确 的 ,读者 可 根据 表 10.1 和 表 10.2 的 公式 自行 验 
证 。 


10.3 ”至 间 飞 行 器 坐标 系 和 体 固 联 坐 标 么 间 的 变换 


前 面 详细 研究 了 Oxyz 和 02,7,Z, 两 坐标 系 之 间 的 关系 ,本 节 再 对 Охуг Ж. Охьурть 两 
坐标 系 的 变换 关系 做 一 简要 说 明 。 

空间 飞行 器 可 以 绕 Do 中 任意 一 轴 旋 转 , 但 为 了 方便 ,本 节 只 分 析 绕 Оу 轴 旋 转 的 情 
饮 。 通 常 物体 在 旋转 时 ,只 有 绕 某 一 主 惯性 轴 转 动 才 有 稳定 的 可 能 ,而 主 惯性 轴 大 多 都 是 
对 称 轴 ,因此 我 们 所 说 的 白 旋 轴 ,实际 上 应 该 是 空间 飞行 器 的 惯性 主轴 ,或 是 对 称 轴 乃至 
Нах. 

假如 COxysz 9 90у 旋转 (图 10.4) , 则 由 
Охуг #1 Охьуьгь ВУЛЕ с 
сов (Ог + vo) 0 ~ sin (ft + yo) 

0 1 0 
віп (Nt + vo) 0 005 (Ое + yo) 
(10.27) 

其 中 ,vo 是 上 = ОНАКА араз ЯА, 
一 般 取 为 零 值 。 

由 于 Oxsyszs 固定 在 空间 飞行 器 上 , 当 飞 行 _ 
器 上 没有 活动 物体 (航天 员 、 兄 动 的 液体 、 活 动 ” 图 104 从 0% 到 Owyszs А 
装置 等 ) 时 , 转动 惯量 是 不 变 的 ， 其 分 量 矩 阵 是 常 值 阵 。 当 飞行 器 旋转 时 ， 惯量 阵 在 
Oxsyszs 中 仍 保持 常 值 ,而 在 0xyz 中 却 为 时 间 的 周期 变量 ,如 以 岗 和 了 分别 表示 飞行 器 在 
0x5752 和 Оху 中 的 转动 惯量 阵 , 按 式 ( 附 3.26) 和 式 { 附 4.2) 式 它 们 之 间 有 

d= С ЉС 


Сы = 











假如 1, 是 主 惯量 阵 
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网 当初 始 角 vo = 0 时 ,有 
Ј. со в + Ј, зш 0 (Л Л.) соз О ма dt 
| 0 Ј, 0 
(1. - 2.) соз ОЕ віп (н О J sin ft + Л соя {ht 
这 就 证 实 了 上 述 结论 ,但 如 果 空 间 飞 行 器 是 以 0y 为 输 的 旋转 体 , 旦 又 是 均 质 的 , 则 必 有 
人 = 3) = 天 , 苑 对 于 任意 与 息 旋 贡生 直方 向 的 转动 愤 量 皆 为 上 ,那么 由 上 式 可 得 


А 0 
0 
它 已 经 和 J 完全 一 致 了 。 
如 果 丰 考虑 轨道 角速度 mo, 空间 飞行 器 的 姿态 角 速度 四 = фа б а WW 和 自 旋 角速度 
全 之 和 是 w + 如, 若 次 态 角 和 角速度 都 是 小 量 , 据 10.2 节 有 ww = е Норт Що + 0 
在 Oxsyszs 中 的 分 量 是 (当初 始 夹 角 vo 为 零 时 ) 





Я = 











ф ф cos 02 ~ ф sin {ht 
бы 5 |- y+ | 
ф Фф зіп ПЕ + ф соз О. 


可 见 , 在 Ох, 和 Оль 轴 上 的 分 量 纪 是 周期 变化 的 。 
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ар КАН ЭА ВИН] КАТ РЕНН. 


图 11.1 给 出 一 个 在 惯性 空间 以 о 骨 速 
度 运动 的 刚体 8,P 晨 刚 体 上 的 某 一 固定 点 ， 
它 相 对 上 .性 参考 版 0 的 矢量 是 Rp, 其 上 国联 
有 基 矢 & = [i ј К], дт 是 中 上 的 任意 微 
元 质量 , 它 相对 Р 的 矢 径 是 +, 相 对 О Ее 
径 是 В = Кр + годт 的 绝对 速度 是 y 三 р = Кр + 了 ,其 中 Кр ЈЕР 相对 惯性 空间 的 速度 ; 
г 是 dm 相对 PP 在 惯性 空间 的 速度 , 它 还 应 分 解 为 对 点 的 相对 速度 和 随 B ивы 
成 的 速度 ,这 一 分 解 可 借助 式 ( 附 5.3) 完成 , 即 了 = + 四 xx ro 由 于 dm 相对 上 是 不 运动 
的 (刚体 之 故 ), 所 以 > = 0 因此 dm 微 元 体 的 速度 是 





图 11.1 刚体 运动 药 动 能 


р = Вр+юхг=ьчехг (11.1) 
它 的 动能 是 dT = 六 9?，ydm ,而 整个 刚体 的 动能 是 
Т = 2, - уйт, 


[зева в-а вазо) 代 人 ,化 简 后 ,得 
Т = 5». пту Сех ат) + xm (ах ат 


其 中 |rdm ЖАННЫ РВ ООИМЕ АТ Р Вр С АВА (11.1) 与 刚体 质量 
т 的 乘积 


[на = ит (11.2) 
而 右 侧 第 三 项 可 用 式 ( 附 3.39) 改造 。 所 以 有 
T= rm + о5о (11.3) 


其 中 ,3 是 8 对 P ЕЕ (ЭРА) вв ЗЫ В 体 的 平移 运动 动能 ,第 三 
项 是 转动 运动 的 动能 ,而 第 二 项 是 平移 和 转动 交叉 的 动能 ,假如 妨 与 re 垂直 或 者 p 点 与 质 
心 重合 , 式 (11.3) 就 成 为 


Т = отит + а 1.0 (11.4а) 
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УД ВЕРА, 
Т = 12 + w Ја (11.4Ъ» 


(11.5) 


J 一 7. 一 = 
‚.|- J -J (11.6) 
-Л. -J Д 


代 人 还 可 求 得 刚体 动能 在 体 固 联系 中 的 表达 式 


Г = тт + Лаз + Лау + лы - Луу — Ју ~ ҹә. (П.Т) 


11.2 Яя #(2 8 х) 


图 11.1 中 dm 微 元 体 的 动量 (又 称 线 动 量 ) 是 ydm, 它 相对 惯性 空间 参考 点 0 的 角 动 
НЕШЕ р х ”dm, 相 对 于 已 点 的 动量 矩 为 > x vdm, 整 个 刚体 相对 P 点 的 角 动 量 或 
НЕ: 


һ = Jr x vam 
把 式 (11.1) 代 人 ,并 考虑 到 式 (11.2), 有 | 
h = гох ут + |е Cw x rdm (11.8) 
如 果 Р 点 固定 不 动 或 P 与 质心 重合 ,或 P 的 运动 方向 ур 与 7 一 致 , 式 (11.8) 成 为 
в = (ех (о x rjdm (11.9) 
而 根据 式 ( 附 3.36) ,有 | 
[нх сох ат = ә (11.10) 


可 见 , 角 动量 的 一 般 表 达 式 是 式 (11.8), 而 式 (11.9) 和 式 (11. 10) 分 别 是 参考 р 点 无 平移 
运动 和 与 质心 重合 时 的 特例 。 如 果 合 并 式 {11.9) 和 式 (11.10) ЗЕНА в 酝 成 刚体 国联 系 中 
的 分 量 形式 ,将 有 
В = еа = Jo Ја + Јоу - Pos) + О Јо, ~ Јо, + Ја) 
(11.11) 

可 见 ,相对 质心 的 角 动 晤 只 与 旋转 送 动 有 关 , 但 因为 基 矢 方向 未 与 主 惯性 轴 重 合 , 革 _ 方 
向 的 角 动 量 与 另外 两 方向 的 角速度 有 关 , 即 角速度 有 交叉 影响 ,但 当 基 矢 与 主 惯 性 轴 重 
ВЕ, Ж Л, = Л, = Л, = 0, 交 叉 影 响 没 有 了 ,得 

В = Ц, + Јоу + К, (11.19) 
这 是 最 简单 的 情况 。 
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СН. 11) 和 式 人 11.12) 都 表明 ,一 般 情况 下 六 和 四 的 方向 是 不 一 致 的 ,只 当 基 矢 e 与 
主 惯性 轴 重 合 ,而 且 各 方向 的 主 惯量 全 同 ,或 角速度 是 沿 某 一 主 惯性 轴 方 向 时 ,和 w 才 
是 方向 相同 的 。 


11.3 欧 拉 方程 式 


欧 拉 方程 式 是 描述 物体 在 力矩 作用 下 的 运动 规律 的 。 

图 上 .1 中 的 刚体 В 上 茶 微 元 体 dm 在 力矩 М 的 作用 下 ,会 产生 加 速度 а 和 惯性 力 
айт, ШЕУ РАЈЕ х adm ,对 整个 刚体 互 的 积分 是 刚体 相对 己 点 的 惯性 力矩 , 它 
应 该 和 外 力矩 相等 , 即 


上 x adm = М (11.13) 
加 速度 а 可 通过 速度 式 (11.1) 对 时 间 求 导 而 得 


а = РКО ХРЪ ОХР 
НЕ г ВЕ И 节 中 被 写成 = Pr+ wxr= 和 由 xy 所 以 
а- ар+охгьъ ох (юхг) (11.14) 
可 见 任 意 微 元 体 dm 的 加 速度 由 三 部 分 组 成 ,它们 是 ; 忆 氮 运动 的 加 速度 (牵连 加 速度 )e,; 
角 加 速度 引起 的 加 速度 @ x _r; 以 及 向 心 加 速度 wx (ох ғ). 
把 式 (11.14) 代 人 式 (11.13) 经 推导 ,得 


г.х ат + rx (Ox rdmt [ех Гао х (о х ат = М 
8 


根据 式 ( 附 3.36) 和 式 ( 附 3.41), 上 式 可 改造 为 
г хат+ уо ъох о = М (11.15) 
这 是 一 般 情 况 下 的 欧 拉 方 程式 ,但 当 也 点 与 质心 重合 , 户 点 固定 不 动 和 P 点 加 速度 与 7. 方 
向 重合 时 ,上 式 成 为 
У ю+тох]:ю=М (11.16) 
我 们 把 式 (11. 15) 的 分 量 形式 的 推导 留 给 读者 ,下 面 将 只 给 出 式 (11. 16) 的 分 基 形 式 , 如 果 
Яо 的 分 量 表 达 式 如 式 (11.5) ни, 而 取 
Y = (м, м, МГ (11. 17) 
(11.16) я в 
Jr - Јоу ~ Јат, С - А) уо, — (ву - 1) - Јода, + Уи, = М, 
{11. 18а) 
- Јо + Joy - Дю. – О), - Л), - (ай – ад) — Јуду, + Ју, = М, 
(11. 18р) 
= Јао - Јоу + Ја, (Fe оу = Ја? - 95) - Jon + Тины, = М, 
(11. 18е) 
АА е 与 惯性 主轴 重合 时 ,上 述 方程 式 可 以 简化 为 
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Л = О, - Tw = М, (11. 19а} 
Љу 一 (Л 一 Ј,) ако, = М, {11. 19b) 
Ја, - (CL,— Ј, ашу = М, (11. 19е) 


АЈА, ЖЕНЯ Г А У Ата а ар анна Ву ЕНН ВЗ. 

МКИ. 15) 还 可 以 看 出 ,平移 运动 与 旋转 运动 是 互相 有 影响 的 ,除非 有 P 点 与 质心 
重合 等 使 左 侧 第 一 项 等 于 零 的 三 种 情况 ( 见 前 ) , 才 不 存在 硝 合 影响 ,这 也 是 通常 取 刚 体质 
心 为 观测 点 的 缘故 。 


11.4 简化 刚体 空间 飞行 器 的 守 态 运动 方程 式 


对 于 空间 飞行 器 ,其 次 态 角 是 以 轨道 坐标 系 为 参考 的 ,而 轨道 坐标 系 又 绕 地 心 以 ms 
运动 ,因此 空间 飞行 器 的 绝对 角速度 应 由 次 态 逢 速度 和 轨道 运动 角速度 两 部 分 组 成 ,这 就 
是 第 十 章 中 式 (10. 18) 和 表 10.2 的 有 关 式 。 把 式 (10.18)( 或 表 10.2 中 有 关 武 ) 代 人 11.3 池 
中 的 欧 拉 方 程式 ,就 得 到 了 简单 刚体 卫星 的 姿态 运动 方程 式 。 由 于 有 次 态 角 的 三 角 АЖ, 
所 得 的 姿态 运动 方程 式 是 非 线性 变 系 数 的 ,多 数 情况 还 是 各 轿 相 互 耦 售 的 。 一 般 说 ,这 些 
方程 式 只 能 借助 电子 计算 机 ,进行 数值 求解 。 

ЕД 204) = у(9) — x(g) 从 轨道 坐标 蒜 0X,Y,Z, 向 飞行 器 坐标 系 Oxyz 变换 为 例 , 它 
的 姿态 角速度 与 wm“ 的 关系 是 式 (10. 18) , 即 


шх 1 0 - шо 9 
ө" =|ar|=|10 сов ф віп віп | 9 
+ О -sing соз дсоѕ gl. 


cn ф 





соз Эзт $ | 
一 Е фсоѕ 0 + віп віп (зіп к | 

一 Sin $603 ф + соз psin 9зт y 

(10.18) 

把 它 代入 11.3 节 中 的 有 关 式 ,其 复杂 程度 可 以 想见 ,本 节 不 再 给 出 。 

所 幸 的 是 ,在 正常 赛 态 控制 情况 下 , Deyx 对 0X, 了 ,2, 举 标 系 的 偏离 很 小 , 合 得 变态 角 
和 姿态 角速度 都 是 小 量 , 可 以 只 保留 这 些 角度 和 角速度 的 一 次 项 ， 而 赂 去 它们 的 二 次 以 上 
各 项 ,使 方程 式 线性 化 根据 这 个 原则 , 先 从 由 式 (10.18) 简化 得 到 的 式 (10.21) НИ 
道 卫星 的 角 加 速度 











2:1] рр ооф 
ГЪ Е = 9 (11.20) 
"М $ + «уф 
再 和 式 (10.21) — ВИКА Ба Г А , 取 式 (11. t9) ,可 导 得 
Лар + (А - 3. - Л) + (Ј, – Ј.) дф = М, (11.21а) 
1.9 = М, (11.21) 
1$ hg (р wy = М, (11.216) 


对 于 这 种 变换 顺序 的 诸 态 运动 方程 式 , 它 的 悄 仰 轴 运 动 和 另 两 轴 是 解 耦 的 ;而 滚 转 和 偏 航 
却 是 互相 耦合 的 。 坐 标 变换 矩阵 其 他 变换 顺序 的 赛 态 运动 方程 式 ,可 以 根据 具体 情况 ,从 
才 10.2 中 查 出 姿态 角速度 的 变换 关系 式 ,经 类 似 的 推导 过 程 得 到 。 
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第 十 二 章 重力 梯度 力矩 和 和 
重力 梯度 稳定 卫星 


我 们 已 经 习惯 地 认为 地 球 引 力 g 是 常 值 ,然而 它 却 是 随 着 与 地 心 距离 的 增 大 而 减 小 
的 ,只 是 我 们 在 地 面 上 届 到 的 高 度 差 一 般 未 造成 显著 的 影响 ,使 人 们 忽略 了 重力 的 变化 。 
然而 ,在 卫星 的 轨 章 上 ,重力 本 身 己 经 很 小 ,更 因 轨 道 运动 的 离心 力 与 重力 相 平衡 ,使 卫星 
成 为 撩 重 状态 .这 就 使 哪怕 很 小 一 点 力矩 的 作用 都 会 造成 明显 的 影响 。 

所 请 重力 梯度 力矩, 就 是 重力 在 卫星 的 不 局 点 上 因 具 有 不 同 的 数值 和 方向 ,而 形成 的 
绕 质 心 的 力 扼 。 而 重力 梯度 则 是 重力 随 位 置 的 变化 率 , 或 位 置 的 单位 变化 引起 的 重力 变化 
量 。 

重力 梯度 力 短 有 时 对 空间 飞行 器 表现 为 有 害 的 扰动 力 箱 , 应 考虑 如 和 何 抵消 它们 的 影 
啊 ; 有 时 它们 的 影响 又 是 有 益 的 ,可 被 利用 来 稳定 卫星 的 姿态 。 


12.1 重力 梯度 力矩 


先 以 简单 的 例 于 说 明 重力 梯 度 力矩 的 概念 ,图 12.1 给 出 了 地 球 圆 轨 道上 运动 的 杆 状 
卫星 , 它 由 一 长 麻 为 了 的 无 质量 刚 人 性 杆 和 尖端 两 质点 ml 和 mz{ mi = то = т) 组 成 , 当 刚 
性 杆 基 水 平 状态 时 (图 12.1(a)) .由 于 几何 对 称 , 地 心 引力 Co = Go 它们 对 质心 a 点 的 
为 短 是 零 ,说 明 重力 并 末 对 卫星 的 资 态 产 生 任 何 影响 ,在 本 例 中 ml 和 加 两 质点 上 因 卫 星 
作 圆 轨道 运动 而 造成 的 离心 力 Pl。= Pw, 它 们 也 未 对 卫星 造成 力矩 ,因此 ,卫星 容 态 处 于 
平衡 状态 。 如 果 由 于 某 种 原因 ,使 卫 垦 产生 了 以 仰角 3( 图 12.1(b))。mi 比 平衡 位 置 远离 
地 心 , 因 此 重力 | < en 而 离心 力 Р, > Рю; ХЕ mz 恰恰 相反 , 离 地 心 较 近 , 且 С > Суу 
和 P < Po 最 终 的 结果 ,在 卫星 上 既 出 现 了 了 绕 质 心 的 重力 力矩 ,又 出 现 了 离心 力 的 力矩 ， 
它们 作用 结果 使 卫星 朝 着 迟 侯 角 5 增 大 的 方向 变化 。 这 里 由 于 ms 和 п, 两 点 因 对 于 地 心 
的 而 度 个 同 产生 了 重力 的 差异 ,并 造成 了 对 地 心 的 力矩 ,就 是 重力 梯度 力矩。 


1 п пі 





图 12.1 重力 梯度 力矩 的 产生 
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下 面 分 析 则 体形 星 在 轨道 上 运动 
时 ,产生 的 重力 梯度 力矩 。 图 12.2 中 в 
是 卫星 ,0 为 质心 , Охуг 是 空间 飞行 器 
М, Ке = [i 了 Е], к 
轨道 半 径 , 取 B 上 一 质点 微 元 dm, 它 
НОЖЕН р 和 7。 微 元 体 
- 的 重 为 是 


dG =- 6 





М.дт ніт 
sr = r 





其 中 ,G 是 万 有 引力 常数 ,和 .为 地 球 质 
В, и = СМ, 是 地 球 引力 常量 。 显 然 ,P x dG 是 微 元 体重 力 形成 的 绕 质 心力 矩 , 再 对 整个 
В 体积 分 便 是 作用 在 в 上 的 重力 梯度 力矩 


М. = Г. х Па 
把 dG ГКА Е, ЖИ грек 
М, = - АР х КР = - р ЕК т 

Е: г в Г 
由 图 12.2 的 几何 关系 ,应 用 余 孩 定理 ,可 写 出 

= +428 -р 
考虑 到 r/R < 1, 并 应 用 二 项 式 定理 ,由 上 式 可 得 

站 = RI - ЕР) 


图 12.2 ИЖЕ 


把 它 代入 М. 表达 式 , 有 
М, =- рат х В + la рр х Ват 


由 于 0 点 为 B 的 质心 ,第 一 项 积分 为 零 ,再 应 用 A x (Вх С) = ВА. С) – С(А · В) 
于 第 二 项 ,得 


3 
М, = 50 x (ск x (Rx р) ]4т 
Я 


对 照 式 { 附 3.41) ,上 式 可 改造 成 


М, = кх (12.1) 
者 把 К Е Оху ЖАНЫЙ ВЕ = er 下 ,并 进一步 写成 
Ё = Ка, а? аз] (12.2) 


аъ 和 as 是 ЧГ Ох .Or Ж Ох НН В „185 (12.2) ЖА 


式 (12.1), 写成 分 量 形 式 ,有 
0 -a a ај 
М. = er аз 0 一 中 {12.3) 
- 05 0 0 03 


ё 一 РЫ 
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Ще 基 矢 任意 取向 时 ,有 


Ј -J -J 
У = | J + х) 
-js Л 
2012.3) 就 可 展开 成 为 
(1. - Л)азез + (23 - а), ~ ааа]. + ааз], 
| (12.4) 


М, = и (№ - Л)апаз + (07 — od) Л. ~ азаз fy + адз}, 


Е 3 





(Л, - Л.) ааз + (а5 – 01) 1, - ваз Л, + азаз А. 
这 是 重力 梯度 力 征 的 一 般 表达 式 。 对 于 自 ОХ,У,2, 向 Oxyz ЗЕНОН (р) -> (9) = 
ХС) СЛР 10.2) 的 情况 ,坐标 变换 矩阵 Ca 36010.10), ЕЛЕОХУХ, 中 沿 02, 仙 方 向 ， 
它 在 此 系 中 的 分 量 是 fo0 0 - КТ, Оу НЕ 
В = Сь[0 0- ВТ = Rsng-an фсозі ~ соз феоз BT — 
与 式 (12.2) 比较 ,显然 有 
ар = зїп 19,02 = – віп Ф 6099 ‚аз = - 608 Фф соѕ9 (12.5) 
把 式 (12.5) 代 人 式 (12.4) ,可 以 求 得 М, ЛЕ Oxys 中 的 分 量 
М, 
М. = к. 
М 


= 


10), — Ј,)әт 2фсов? 9 + / „сов 2 рсов? 9 + аз Fsin 29 一 2-3, соз gsin 29 
一 一 此 10, — eos фыт 29 + Л, (sim 9 — ом? фо 9) — 六 Js 24pcos 9 — я рат 219 


0 ~ Ј,)әіп psin 29 + J (віп poos 9 — віт? 9) + 2 2008 фвіп 29 + 2 Jusin 2фсов? 19 

(12.6) 

如 果 次 态 角 为 小 角度 , 令 角 度 的 正弦 与 角度 相等 ,余弦 为 1, 且 略 去 角度 二 阶 以 上 乘积 项 ， 
式 (12.6) 将 成 为 

(J Лен. - Л. 

М, = ар - 309-3, - Ар 





(12.7) 
19 + р 
АННА ВНЕ , ВН е 三 个 基 矢 同时 与 三 主轴 重合 , 则 式 (12. 6) 成 为 
М, {Л - Ј,) іп 2сов? 9 
Ме: (1. - Л)зт psin2y 
对 干 小 姿态 角 的 情况 ,是 
М 3 (hh)y 
М, = к) = ха - А (12.9) 
М, 0 
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对 于 圆 轨 道 上 的 空间 飞行 器 ,在 轨道 动力 学 部 分 ,我 们 曾经 求 得 
2 = в (12.10) 
wo 是 轴 道 角速度 ,因此 ,上 述 诸 式 前 的 因 式 可 改写 成 wj。 

在 结束 本 节 的 时 候 , 简 要 说 明 -- 下 重力 梯度 力矩 为 零 的 可 能 条 件 , 分 析 式 (12.3) Я 
Я, М, = ОВЕН: | ) Ох 的 三 根 轴 和 空间 飞行 器 的 主轴 重合 , 即 


J 0 
7 | > | 
0 РА 


ЯР ii) Oxyz 的 任意 一 坐标 轴 和 地 球 半 径 方 向 重合 。 以 0z 轴 与 R 负 方向 -一 致 为 例 , 此 时 有 
а] 三 交 3 二 О, аз = 1. 


把 这 些 关 系 代 人 式 (12.3) , 便 可 证 实 这 个 可 能 的 条 件 。 





12.2 加 轨道 重力 梯度 稳定 卫星 


为 了 简单 , 设 空间 飞行 器 坐标 轴 与 主 惯 性 轴 重 合 ,在 圆 轨道 上 运动 ,其 上 作用 的 外 力 
只 有 重力 梯度 力矩 , 而 且 卫 星 的 姿态 角 为 小 量 , 在 这 些 条 件 下 ， 姿态 运动 方程 式 如 
2(11.21), 而 作用 力矩 由 式 (12,9) 和 式 (12.10) 求 得 ,经 并 项 后 ,有 
JP + (5-3 ho + 40, - Jwip=0 
19 + 3090), - Ј)9 = 0 (2.1) 
ЛЯ -hh оф + (3, -yo = 0 
这 三 个 方程 式 中 ,第 二 个 ( 依 仰 ) 是 独立 的 , 它 的 解 是 


9 = Aev КА (12.12) 
这 表明 ,俯仰 运动 稳定 的 条 件 是 
Ал (12.13) 


骨 研 究 式 (12. 11) 第 一 式 和 第 三 式 相互 碳 合 的 式 子 , 取 它们 的 拉 氏 变换 ,得 
+44 《下 -Daos1Tefs) 0 
| | 一 10] 


(1- hh)wos 82 + ke p(s) 
其 中 
Ју - < 万 -天 
Е. = f= - 
А П Е П (12.14) 
而 它 的 特征 方程 式 是 
s+ (1+3, + bb)ws + 4ай = 0 (12. 15) 


特征 方程 式 为 四 阶 ,但 缺少 5 的 一 次 利 三 次 项 ,如 果 以 Кз) 表示 式 (12.15) М 


Е 


5=-5 (12.16) 
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代入 ,显然 有 
К =Д-;5*) (12.17) 


这 表明 特征 方程 式 (12.15) М ВЕНЕВ, ВР; = jw 系统 才能 稳定 ,否则 总 会 有 一 部 分 
祖 位 于 根 轨 迹 平 面 右 合 ,系统 不 稳 。 为 求 式 (12. 15) 的 根 , 令 4 = Я, Е 
д? + (1+ ЗА, + КА, }5бА + АК, = 0 
х 为 纯 虚 数 的 条 件 是 4 为 负 ,期 
1+3 + А > 0 
kk > 0 (12.18) 
[+ 3k + Е, > 4 Е, 
分 析 式 (12.18) 三 式 易 知 ,满足 第 三 式 将 必然 地 满足 第 一 式 ;所 这 只 要 有 第 二 ,三 两 个 
判别 式 即 可 推论 系统 的 稳定 性 。 由 第 二 式 知 ,5 和 大 必须 同 导 ,系统 才 可 能 稳定 。 这 叉 可 


分 两 种 情况 。 
如 采 А, > 0,4, > 0, 则 由 式 (12.13》 和 式 (12.14) 可 推断 , 必 有 
АА (12. 19а) 
ПЧ, < ОЖ, < 0, 同 还 可 推 得 
Ул (12. 19b) 


如 果 把 式 (12.13) 和 式 (12.18) 合并 起 
来 , 绘 在 惯量 比 А, У, к, 为 纵 轴 的 稳定 
区 域 划 分 图 中 ,将 有 其 图 12.3 所 示 结 果 。 其 
中 第 二 和 四 象限 不 稳 是 因为 в, 和 天 В, 
三 象限 中 的 曲线 ,是 式 (12.18) 第 三 式 确定 的 
稳定 边界 ; 斜 线 下 方 稳定 是 由 式 (12.13) 得 到 
的 ,后 一 结果 可 反 证 如 下 ;在 图 12.3 42 т 
方 有 如 > дш 2 ауе 
后 得 Л) > (АА 7—20 

РЕА Е И ЛА ран С] 稳定 区 不 稳 区 
的 惯量 和 , 因此 应 有 (上 л.) < 0, 这 从 是 
式 (12. 13)。 反 证 成 立 。 

上 还 稳定 分 析 , 也 可 借助 附录 9 的 定理 9.7 进 行 ,会 得 到 同样 的 结果 ,有 兴趣 者 可 以 参 
照 表 9.1 自行 推导 。 

ЖТ Е. -稳定 区 域 划分 图 在 下 面 有 关 章 节 中 还 要 应 用 ,知道 ЯТ А, 的 取 什 应 在 4 ! 
之 问 对 读者 是 有 用 的 这 是 因为 任何 方向 的 主 转动 异 量 必 小 于 另 两 方向 主 转 动 惯量 之 和 .车 
取 万 三 天 + 了 和 交 过 + 了 ,把 大 和 万 移 至 间 一 侧 再 除 以 大 , 便 可 求 得 -1 < 大 = |。 
间 理 还 可 证 明 — 1 E11。 

式 (12.11) 是 以 贺 较 道 为 前 提 求 得 的 ,然而 事实 上 ,图 轨道 一 般 很 难得 到 ЕД 
ВЕ ЕАН „КМЕТ ЗСК 25 В] Кара, 在 重 为 梯度 力矩 下 的 行为 , НВ 





Ноз 图 轨道 重力 梯度 卫星 的 姿态 稳定 区 域 其 分 
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(10. 170) 所 示 , ВЖЕ 


. 2 26. 
tg == 一 一 (1 + е cos 中)3sin Ө = – _ (1 + Зе соз @)зш 6 (12.20) 
р 


р 
把 式 (10. 17е) 代 人 式 (10.21) 再 和 式 (12.9) 一 同 代 人 式 (11.19) ,考虑 到 式 (12.20) 并 上 略 去 
Са ,得 到 变态 动力 学 方程 
Ле + С - = Ј.) пф +40, J)mp=0 
1,9 + Зи? (Л, - Ј)9 =- п? езт( nt,) (12.21) 
19 (ЕЕ) + (л - Лт =0 
在 推导 上 述 方程 过 程 中 , 兽 取 


和 

0 = т, 
其 中 ”是 平均 轨道 角速度 , 是 自 近 地 点 计算 的 时 间 , 而 Ө 是 轨道 的 真 近 角 。 比 较 式 (12.21) 
和 式 (12.11), 显 见 , 只 是 式 (12.21) 的 迟 信 运动 方程 中 多 了 右 侧 项 ,其 余 则 两 者 相同 ,可 见 
在 重力 梯度 作用 下 ,保持 空间 飞行 器 滚动 和 偏 航 稳定 的 条 件 仍 然 与 圆 轨道 飞行 器 相同 。 


12.3 圆 和 近 圆 轨道 重力 梯度 稳定 卫星 的 俯 爷 运动 


如 果 滚 转 和 偏 航 角 为 零 , 取消 小 姿态 角 的 限制 后 ,把 式 (12.8) Л. 19b) , 则 全 
仲 运动 方程 ,得 





9 + 3wBksin Veos = 0 (12.22) 
其 中 
Ј, 一 Ј, 
6 = 22 (12.23) 
8 改写 为 
„(8 а. 
= = 499 
代入 式 (12.22) 积分 得 
92 + 3oBkysin 9 = с = 3k, wdd (12.24) 


с 和 4 А ЕН ЭСТ О НИНЕ ГА 9 Яд И Зоо 为 横 及 纵 坐 标 , 绘 成 如 
贸 12.4 所 示 的 相 图 。 当 4 < 1 时 , 式 (12.24) 描述 的 是 一 种 周期 性 的 振动 , 相 平面 轨迹 是 -- 
封闭 曲线 ; 当 4 > 1 时 ,运动 变 成 连续 不 断 的 旋转 , 卫星 将 在 空间 翻滚 。 

对 于 d < 1 的 振动 情况 ,其 运动 时 间 可 以 写 为 


ЕД 
:= јас | 8 
0 9 
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4>1 ЎЗ е 








| 图 12.4 МУЗЕЕ ТЕЕ НЕЕ 
由 式 (12.24) 求 得 六 代入 上 式 , 有 


Е аз 
= 2.25 
| п 
Ф 4 = зіп а, Жл ЕН о = 所 即 振动 从 零 达 到 其 幅 值 a) В, 520144 个 周期 , 空 
间 飞 行 器 俯仰 运动 的 周期 是 





4 de 
= л: виа — Sim (12.26) 
显然 ,俯仰 振动 的 周期 ? 不 仅 取决 于 飞行 器 质量 特性 i, 还 与 振动 的 幅 值 a 有 关 , 这 
是 非 线 振动 和 线性 振动 系统 的 重要 区 别 之 一 。 如 果 Б = ] ,而 振动 周期 与 空间 飞行 器 轨道 


周期 相等 (7 = 25), 2.24) 可 以 求 得 89] 


® 





dv п 
= > \3 


| за — simf 
经 计算 ,有 a = 1.294 = 74.16 Ша = зта = 0.962. 
对 于 dd > 1 的 情况 ,运动 是 非 周期 的 ,旋转 时 间 和 角度 的 关系 可 用 式 ( 12.25) 计算 。 对 
于 = 工 的 空间 飞行 器 , 若 旋转 一 局 的 时 间 刚 好 与 轨道 周期 相同 ,对 应 的 4 = 1.065。 
现在 我 们 再 来 研究 , 近 贺 轨 道上 运动 的 飞行 器 在 重力 梯度 力矩 作用 下 的 俯 仲 运动 .为 
此 给 出 式 (12.21) 第 二 式 的 特 解 





5. 2esin {nt,) зе. 2 
А, Г-З є 
Ју | 25 


(12.27) 20 
其 全 解 是 式 (12.27) 和 式 (12.12) 之 和 。 分 析 1: 
式 (12.27) ИЯ, 4 к, = 3 时 ,3* 为 无 穷 大 ， 10 
飞行 闫 依 促 运动 不 稳 。 所 以 ,在 选择 上 值 时 ， 5 
应 注意 匆 使 它 在 1/3 左 右 。 如 果 从 式 (12.27) 取 О т. на — 
Я 
ЯЕ 12.5, 可 见 在 Ё, = 1/3 БЕ “ЗЕ 图 12.5 ОЙ ЕН КИН БОН 





14. 空间 МН 


振 ” 现象。 
12.4 能 量 损 耗 对 重力 梯度 稳定 卫星 的 影响 


当 有 能 量 损耗 时 ,前 面 导 出 的 结论 将 有 些 变 化 .假如 空间 飞行 器 不 是 十 分 刚 硬 ,在 轨 
道 飞 行 中 会 有 些 弹性 变形 ,结构 内 部 的 晶 格 之 间 因 摩 氨 将 造成 能 量 的 消耗 。 如 果 认 为 这 些 


消耗 和 姿态 角速度 成 正比 ,在 式 (12.11) 的 三 式 中 分 别名 人 Cop ,Cs 和 Cj。 显然 ,此 时 
的 信仰 运动 式 (12. 11) 第 二 式 仍 独立 于 滚动 和 偏 航 ,而 后 两 者 继续 相互 耦合 。 俯 仰 运动 稳 
定 的 条 件 依 然 是 式 (12.13), 即 

J: >], (12.28) 
但 都 古 渐 近 稳 定 的 。 滚 动 和 偏 航运 动 的 特征 方程 式 成 为 


5+ cs + аз? + #15 + 20 = 0 


其 中 
Co С, 
人 
С.С 
аз = (1+ 34, + #1, оф + р + 
С б 
йу = съ + 4 пас 
ао = 48, 
根据 附录 ?, 四 阶 特征 方程 式 系 统 稳定 的 充 要 条 件 是 аз, а1, па, Аз > 0, ВП 
C С, 
а 12.29 
ЕД у ГА > о 
С С. 
А + 了 >0 (12.30) 
КЁ, > 0 (12.31) 
010203 一 араў 一 af > 0 { 12. 32) 
上 面 四 式 中 式 (12., 29) 显然 被 满足 ,而 由 式 (12.30) 和 式 (12, 31) 易 知 ,应 有 
ё. > Ok >0 (12.33) 
即 
万 > 天 万 > 天 (12.34) 


454. ( 12.34) #15 (12.28) 的 条 件 , 绘 得 的 稳定 区 域 划 分 图 如 图 12.6 所 示 , 它 表 示 在 
有 能 量 损耗 时 ,只 有 当 信仰 轴 的 转动 惯量 最 大 , 久 航 轴 转 动 惯量 最 小 ,空间 飞行 器 才 有 可 
能 稳定 。 若 要 真 的 稳定 还 要 满足 式 (12. 32) 的 要 求 。 

和 .上 节 相 比较 ,那里 空间 飞行 器 的 俯 佩 轴 具 有 最 大 或 最 小 转动 惯量 时 ,都 可 能 是 稳定 
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的 。 正 像 白 由 转动 的 刚体 一 样 ,在 没有 能 量 耗 
视 时 , 绕 最 大 和 最 小 惯量 轴 的 旋转 是 稳定 的 ; 
有 了 能 和 遇 耗 损 后 , 绕 最 小 惯量 轴 的 转动 就 成 
为 不 稳定 的 了 ,只 有 绕 最 大 惯量 轴 转 才 有 稳 
定 的 可 能 (但 不 一 定 稳定 )。 

上 曾 对 存在 能 耗 时 , 它 对 姿态 稳定 性 的 
影响 做 了 一般 分 析 , 而 要 获得 定量 的 结论 ,还 
得 有 粘性 阻尼 的 具体 数据 , 和 能 被 人 们 调节 
的 余地 ,这 就 导 至 阻尼 器 在 空间 飞行 器 上 的 
应 用 。 下 面 以 圆 轨道 上 运动 的 重力 梯度 稳定 
卫星 增设 阻尼 器 为 例 ,说 明 阻 尼 对 稳定 性 的 


й: 











1.0 


г] 稳定 区 不 稳 区 


ЕЛ8 到 由 弹簧 支撑 的 活塞 和 阻尼 阀 图 12.6 有 能 录 损 耗 时 重力 梯度 力 续 卫星 的 稳定 域 

组 成 ,活塞 被 安装 在 Ox НЕ , 距 质心 0 为 上 ,活塞 沿 Oy 运动 ,位 移 为 ,其 平衡 位 置 在 Ох 
轴 上 (9 = 0)( 见 图 12.7)。B 是 空间 飞行 器 , 当 活 塞外 于 Ox 轴 上 时 卫星 质心 在 点 ,转动 
ЖЕ 为 对 角 的 , 它 由 除 阻尼 器 活塞 外 的 飞行 器 惯量 和 阻尼 器 造成 的 惯量 构成 。 





图 12.7 带 阻 尼 器 的 重力 梯度 力矩 稳定 空间 飞行 器 


А 0 大。 0 0 
Јо = у, = 2 + ПЕ - 11) = | 0 hy + 2 та 0 | 


0 1, + Риз 
(12.35) 


= led = + Рт, = 1 + Ёт (12.36) 
式 中 ,ma 是 活塞 质量 , 它 被 视 为 质点 ,在 Oxyx 中 的 转动 惯量 是 参考 式 ( 附 3.35) 写 出 的 。 活 
塞 在 任意 位 置 时 , О 至 其 中 心 的 矢 中 为 ps = рът а 中 + 7), ?为 小 量 , 并 格 去 其 自 乘 
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积 , 则 飞行 器 的 转动 惯量 是 





有 一 Гута 0 
Ј = ГА + ma( papsE — papd) = | – Гута Ј, 0 (12.37) 
0 0 Ј, 


МР ВН ВОЈА КН УЖЕ, САН ВЕН ат Е, ЕВЕ 0 点 
ВОК ВЕЕ гь во 是 质心 0 ВЖЕ РАР ЕЕЕ 


= Р торх гр 


а = изюхь+юх (ох) (12.38) 
而 沙 塞 的 绝对 速度 和 加 速度 是 
я = pro + ра = + + ох ра 
41 = 5+ ра = + +20 хро хра ах (ох ру) (12.39) 
25|] таа ГЕЗ НАВЧ О 点 的 力矩 平衡 条 件 得 到 , 即 
№ х а, 4т + трах а: = М А (12.40) 
把 式 (12.38) #5 (12.39) 代 人 式 (12.40) ,考虑 到 0 点 是 质心 ,因而 
[ram + рата = 0 (12,41) 
并 参考 式 ( 附 3.36) 和 式 ( 附 3.41) 
ахо хль)ат крах (ох ри) т = 1: (12.42) 
р хех (ахл) трах [м х (ох р,)] ок. (12.43) 
则 有 
7 о+юх]- трах (п +20 х )т = М {12.44) 


ЖН, Л 是 分 量 为 式 (12.37) 的 惯量 并 矢 , М ЕНН, НАЕ УВВ, 
程式 (11.16) №, АРЕНЕ, з ране 了 与 活塞 质量 mj 有 关 
的 项 。 若 以 式 (10.21) 为 四 的 分 量 ,其 他 矢量 的 分 量 形 式 如 本 节 前 面 所 述 , 代 入 式 (12.44)， 
ЗП ЖЗ) .角速度 利 角 加 速度 及 ? 及 其 一 、 二 阶 时 间 导 数 为 小 量 ,并 略 去 二 阶 小 量 后 ， 
得 


Јр +h) + (5 – Лаб = М, (12. 45а) 
9 = М, (12. 45Ь) 
19 - С - Л) оф + (1. - в + таб + wy) = М. (12.45с) 


上 述 三 方程 式 中 ,共有 四 个 变量 ,还 应 再 寻找 一 新 的 关系 式 ,这 就 是 活塞 的 运动 方程 式 .如 
采 把 活塞 从 飞行 器 中 取出 (图 12. 7b) ,其 上 作用 有 弹 赞 和 阻尼 闹 的 力 лр Сой ,以 及 
飞行 串通 过 油缸 壁 传 给 活塞 的 力 ЕЕ 是 弹簧 的 刚度 ,Cs 是 阻尼 器 粘性 系数 ， пх] 
妃 体 的 相对 时 间 导 数 ,而 F Е 50ГЕ Е ез зА р азо Ару 
力 平衡 条 件 获 得 , 它 是 
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тара = – Сар - кт + Е 
从 式 {12.39) 求 出 pa, 代 入 上 式 , 有 
пат + 20 хутюхр.+юх (охра) + Сат + вар = Е (12.46) 
ЭСК ВЈ АИИ АЈА, Оу ЫЕ 
та + Сар + Ва + ті = (12.47) 
3012.45) 加 式 (12.47) 是 需 用 的 全 部 动力 学 方程 式 。 
式 (12.45) 右 端 的 力矩 可 从 式 (12.9) 和 式 (12. 10) 求 得 , 代 人 后 成 为 


JP + - Л - Л) ооф + Hh - 1) = 0 (12.48а) 
2,9 + За (1, - 1)0 = 0 (12.48) 
1$ - С, - 7. - Раф + (4 - А) + my + ор) = 0 (12.48) 
(012,48) 只 与 俯仰 运动 有 关 , 和 前 节 一 样 ,由 信仰 方程 式 ,可 知 稳定 条 件 是 

J > у, (12.49) 


2012.48) ЗА 12.47) ,还 可 以 改写 为 


Ф ~ 0 
ф Я - В (12.50) 
0 





р 
т 1 





7 7 1 
其 中 
J 0 0 
-| Ј, ч. ml 
О ma ma 
0 -(Ал+Лш 0 
асом 0 уа 
0 0 0 
ооо 
В = С 0 |- р? 
во с, 
4( Л, - Л)%5 0 0 
К = 0 (1, - Л.) ч = К! (12.51) 
0 таја Ка 
按 附 录 9.8 和 9.9 定理 的 要 求 ,系统 稳定 的 充分 条 件 是 М.К 0 显然 ,如 型 正定 , 必 有 
Ј, > таф? (12.52) 
由 式 (12.36) 易 知 ,满足 上 式 是 必然 移 。 而 由 К > 0, 可 得 
УЛ. > А (12.53) 
和 
2122 
и - Ј, > 2 (12.54) 
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式 (12.53) 要 求情 体 轴 必需 是 最 大 惯性 轴 , 这 和 前 阐 所 得 结论 是 一 致 的 ; 式 (12. 54) 则 
说 明了 弹簧 刚度 和 活塞 参数 与 飞行 器 转动 惯量 间 的 关系 。 

按 附录 9.8 定 理 的 要 求 , 还 应 该 有 卫 > 0, 事 实 上 这 个 条 件 并 不 成 立 , 这 就 要 求 我 们 再 
应 用 附录 9,9 定 理 ,但 由 于 系统 维 数 较 高 ,这样 做 比较 繁琐 ,最 好 还 是 应 用 附录 7 中 的 稳定 


性 的 判 据 。 
对 式 (12.,50) 取 拉 氏 变 换 ,得 
44 10s 0 
ф( 5) 
(1 Ё, } 20$ 2 + Каф 40,2 + 58) ко = 0 {12. 55) 
0 1082 + ws) 52 + 20б + од 109) 
其 中 ,ws 是 活塞 的 自 振 频率 ,* 是 阻尼 器 的 阻尼 比 。 
Аа 12 Са 
а = (== ‚Ё = от (12.56) 
以 式 (12,55) 可 求 得 系统 的 特征 方程 式 
8656 + а585 + адв" + ал? + 925 + а15 + ав = 0 (12. 57) 


再 定义 6 = wa/es 和 14 = Ы , 式 中 的 系数 可 写 为 
as=-1-1, 
а5 = 2wowak 
па = 66 [1 + ЗЕ, + КА, + 3 2(24, + 111 
аз = 245 1 + ЗЕ, + ЕЁ) (12.58) 
аз = (1+ 36, + КА.) wy + 46А, – (1 + Bk) ] 
ау = ЗА Клон 
ao = 4wb( kew – 11), 


根据 附录 7, 对 于 6 阶 系 统 , 稳 定 条 件 可 以 取 为 


Я, аз, @1, во, 3,5 > 0 {12.59) 
На; > 0 是 自然 满足 的 ,而 由 аз, 91.99 > 0,8 
t+38 + КЕ, > 0 (12.60) 
Ек, > 0 (12.61) 
Е - 1 0 (12.62) 


丛 式 (12.61) 分 析 , 和 后 应 同时 大 于 或 小 于 零 ,但 考虑 到 式 (12.53) 和 ,yk 的 定义 
式 (12.14) , 林 知 只 有 

Е > О.Е > 0 (12.63) 
成 立 , 这 时 式 (12.60) 将 自动 被 满足 ,最 后 ,可 以 验证 式 (12.62) 就 是 式 (12. 54)。 所 以 ,至 此 
我 们 已 获得 的 稳定 性 判 据 仍 只 有 三 个 式 , 即 式 (12.49), 式 (12.61) 和 式 (12.62)。 根 据 这 三 
个 条 件 绘 出 的 稳定 域 如 图 12.8 所 示 。 与 图 12.3 利 图 12. ОЯН, УХ Т 
我 们 还 未 分 析 式 (12. 59) 中 的 另 两 个 稳定 条 件 A; > 0,4. > 0. 
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С] вакы ГА 非 稳定 区 域 
图 12.8 带 阻尼 吕 加 轨道 重力 梯度 稳定 飞行 器 的 稳定 域 划 分 


由 附录 7 知 
05 аз ар 0 0 
| as ау аң а5 ed ар ау 0 
Аз = 5 аа @|,А;= |0 qas аз а 0} (12.64) 
0 а; аз О ав а а а 








о 0 а; а а 
把 ао, a1,… ,as 的 表达 式 (12.58) 代 人 ,利用 行列 式 运 算法 刚 把 式 (12. 64) 展开 ,经 过 化 简 
得 

Аз = 47528( - ОГА, (3 + А) - 4] 0602, (12.65) 

Дб = 2887035505, ~ Dk - 1) 155, (12.66) 

前 已 求 得 只 当 六 > ОЖ, > 0 时 ,运动 才 是 稳定 的 ( 见 式 (12,63)) ,我 们 还 知道 | 1< 1 

和 | 1 < 1, 因此 , 式 (12.65) 和 式 (12,66) 显然 是 大 于 和 等 于 零 的 。 这 就 使 A， > 0 和 

as > 0 的 条 件 被 自动 满足 ,因此 ,图 12.8 是 判断 带 有 阻尼 器 重力 稀 度 力矩 稳定 卫星 稳定 
与 否 的 最 终 区 域 划分 图 。 

在 结束 本 节 时 需要 着 重 指出 的 是 , 比较 图 12.8 和 图 12.3, 易 知 增加 了 附 尼 器 之 后 А, 
ЯГА, 参数 图 中 的 稳定 域 变 狭 了 ， 目 然 会 产生 一 个 问题 ,为 什么 还 要 设置 阻尼 器 。 要 回答 此 
问题 ,得 返回 12.2 节 ， 证 明了 系统 的 特征 根 是 共 因 虚 数 , 其 实 部 为 零 , 这 就 意味 着 系统 的 
解 是 由 正和 余弦 函数 构成 的 ,是 一 种 李 亚 善 诺 夫 意 义 的 稳定 ,其 幅 值 永 不 训 减 .这 对 于 要 
求 固定 指向 的 空间 飞行 器 是 不 利 或 不 能 工作 的 。 增 加 了 阻尼 器 之 后 , 由 于 有 了 阻尼 项 
Ce7 ,使 稳定 过 程 成 为 汤 近 型 ,逐渐 趋 近 于 允 切 的 稳定 值 ,大 大 改善 了 飞行 器 的 工作 条 件 。 
МИК Ва АТ ВЕЕ, Кн НАСИБА ЕТЕ НЕ ВНЕ В, 
需 时 很 长 ,而 增设 阻尼 器 之 后 ,衰减 时 间 可 大 大 缩减 。 

还 应 提 及 的 是 ,从 式 (12.4) 可 以 看 出 ， 重力 梯度 力矩 既 是 姿态 运动 的 函数 (ai ,ay 和 
аз 的 影响 ) ,又 与 罗 道 运动 (轨道 半径 К) 有 关 , 因 此 姿态 和 轨道 运动 相互 克 合 着 ,但 为 了 
分 析 上 的 便利 ,我 们 假设 了 圆 轨道 ,使 它们 解 帮 。 另 外 ,地 球 的 位 函数 ,是 一 个 与 经 纬 庆 都 
有 关 的 复杂 函数 ( 见 本 书 第 一 篇 ) ,所 以 精确 求解 姿态 运动 ,还 得 考虑 这 种 影响 。 
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众所周知 , 当 某 个 物体 旋转 时 ,会 产生 一 种 陀螺 效应 ,这 一 重要 特性 能 用 在 不 以 外 力 
作用 ,保持 物体 旋转 轴 在 惯性 空间 的 方向 。 这 个 特性 经 党 被 用 来 保持 空间 飞行 器 的 指向 
厅 变 ,或 防止 其 在 轨道 上 恤 滚 ,这 就 是 自 旋 稳定 空间 飞行 器 。 它 的 优点 是 控制 简单 , 抗 于 
ВЕ. 

常见 的 单 自 旋 稳 定 卫星 有 有 如 图 13. 1 所 示 的 两 类 :图 (a) 的 自 旋 轴 位 于 轨道 平面 中 , 轨 
道 飞行 中 的 部 分 时 间 自 旋 轴 指向 地 球 ,可 用 来 进行 观察 和 探测 ;图 (b) 是 自 旋 轴 与 轨道 平 
面 垂直 的 情况 ,安装 在 卫星 上 的 仪器 ,在 飞行 器 自转 的 每 一 周 都 有 一 段 时 间 可 对 中 心 量 体 
进行 观测 。 


(а) (6) 


8151 ЖНИВЕЬЯ 
13.1 УЖЕ 


这 里 的 空间 飞行 器 被 假设 为 刚体 ,它们 的 结构 材料 是 那些 相互 之 闻 只 有 力 的 联系 而 
无 任何 相对 运动 的 物质 , 即 刚体 材料 。 换 言 之 它们 在 外 力作 用 下 只 产生 整体 运动 , 而 没有 
弹性 或 塑性 变形 ,因此 也 不 会 给 运动 带 来 能 量 耗 损 。 这 种 材料 制 成 的 空间 飞行 器 ,被 称 为 
刚性 的 或 刚 栖 的 ,简称 为 刚 栖 。 
刚体 的 旋转 和 平移 相 比 ,有 很 多 差异 ,自由 转动 中 的 章 动 就 是 其 一 。 为 了 使 问题 简化 ， 
我 们 先 分 析 几 何 形状 为 轴 对 称 体 的 均 质 空间 飞行 器 的 旋转 。 设 空间 飞行 器 如 图 13.2, 
Guyiz 基 和 刚体 空间 飞行 器 一 同 旋转 的 体 园 联 坐 标 系 ,D 是 质心 ,三根 坐 标 轴 都 是 主 惯 
ЕЕ, ВЖ Л = 万 = 于 ,天 = ЛИ Oxyz 是 不 旋转 的 空间 飞行 器 坐标 系 ,在 : - 0 时 ， 
Охуууь 与 Оху: 重合 ,此 后 Orsyszs АНЯ О 98020 0x 轴 ) 旋转 ,转角 为 中 ,在 整个 旋转 
过 程 中 0: 和 0z 一 直 重 合 。 根 据 式 (11.19) , 自 旋 空间 飞行 器 姿态 运动 方程 式 , 在 Охьуьь 
中 的 分 量 形式 是 
wm (1 - Лань = 0 (13. 1a) 
Лишь - (1- Lu = 0 (13.1) 
вы = 0 (13.1) 








第 十 三 章 НИНА ыы ас 





图 13.2 轴 对 称 的 空间 飞行 器 


(13. 1с) 可 以 求 得 


шь = @ = const (13.2) 
把 它 代入 式 (13. 1а) 和 式 (13.1b), 有 

Wir + уды = 0 (13. За) 

һу -as = 0 (13.35) 
其 中 

wp = а = сопзі (13.4) 

从 式 (13.3) 两 式 分 别 求 得 ws, 和 ws, 再 代 人 另 一 式 ,得 

аъ + а, = 0 (13, 5а) 

вы аш = (0) {13.5Ь) 


这 是 关于 а, 和 me 的 二 阶 常 系数 微分 方程 式 ,它们 的 解 是 
bx = 4608 wt + Bsin ор 
wy = Ссоз wpt + Dsin wt 
其 中 ,4,8B8,C,D 是 积分 常数 ,应 由 初始 条 件 确 定 , 若 把 : = 0 时 刻 的 ws = вы (0) 和 mp = 
оу (0) 代 人 ,可 得 
wh 0) = А, аъ, (0) = б 
把 它们 代 人 上 述 解 ,再 利用 式 (13.3), 经 过 推演 ,还 可 求 得 
В = - 0,40), В = в, (0) 
把 积分 常数 代 回 原 解 ,得 
Wir = whr (OQ) cos wot ~ wi (0)sin рі 
wsy = (0) соз wpt + wss (О) зіп р 
若 把 Оло, 视 为 复 平面 ,并 令 0y НЙ 1, а, = ыы + iu ЯН ЕВ 
代 人 之 后 有 
а, = [оњ (0) + 1а, (0) ] (соз wpl + igin wt) = [wt (0) + «+, (0) Раши = ае 
(13.6) 
式 (13.6) 中 


，182 . 空间 飞行 器 动力 学 





wo = [%.(0) + 03,00) 1" = const (13.7) 
式 {13. 例 表示 的 几何 意义 是 ( 抑 图 13.3) ,由 «оь, 和 as 按 几何 和 构成 的 ww: 角速度 ,与 Од, #8 
针 直 , 故 又 称 横向 前 速度 , 它 是 一 个 等 幅 角 速度 ww 的 旋转 运动 ,而 w, 的 旋转 方向 在 体 坐 
标 系 中 不 停 地 以 已, 9 02, 轴 转 动 。 形 式 上 ,从 式 (13.6) 看 ,mw， ПЕ о, 9 Оз, 轴 转 动 的 ,但 
真实 情况 还 要 看 ,取款 或 负 值 , 当 Л > 7, 即 空 间 飞 行 器 横 轴 的 转动 惯量 大 于 纵 轴 的 时 
1, (13.4) оа, < 0, 则 将 以 息 的 反方 向 运动 ;反之 , 当 < J, 即 空间 飞行 器 横 轴 
转动 惯量 小 十 纵 轴 的 时 候 ,mw > 0, 则 а, 将 以 呈正 方向 旋转 。 这 里 应 注意 的 是 , Oxwiz 是 
Ят ТАНА Е А АЈА О е О, т ео, 又 绕 0z, 轴 以 w, 旋转 ,所 以 wp 可 被 看 成 是 一 
种 对 刚体 空间 飞行 器 的 相对 转动 ,又 称 本体 章 动 角速度 , w, 引起 的 运动 称 为 章 动 ,这 时 
ВТЕР 2 自 旋 ,又 参加 оо, 转动 , 它 的 绝对 角速度 为 


由 = о + О (13.8) 
是 横向 角速度 оо, НПА О 之 利 ( 图 13.4) ,而且 合 角速度 的 模 量 
ар = Га? + 站 21 = СОЗ (13.9) 





13.3 ur = mu + iwsy 的 几何 解 车 
显然 oo 和 各 ( 即 02, 轴 ) 是 共 面 的 , 称 为 纵向 平面 ,根据 式 (13.6) ,级 向 平面 以 оз 角速度 
58 Оз, 相对 刚体 空间 飞行 器 作 相对 旋转 ,在 转动 过 程 中 w 形成 一 线 Огь 轴 的 锥 面 (又 称 本 
体 锥 ), 其 锥 项 角 满足 


2 2 12 
Ее = ге = 00) 5 077 = const (13.10) 
由 于 角速度 已 被 划分 为 横向 和 级 向 两 分 量 , 角 动 最 也 可 分 为 机 向 角 动 量 ле, ЗН 
ЖЭН ЛО, наа 
й = Лю, + ЈО (13.11) 
或 
В = [ho + (IQ)? = oonst (13. 12) 
它 与 Uzs 轴 的 交角 是 点 , 称 为 章 动 角 | 
шв а Аа 900) + 0600) сопві 
g = Ја т 
НА, (13.11) 还 可 推 知 Oz, о, 及 有 共 徊 , 这 个 平面 就 是 前 面 提 到 的 纵 
РЖ 13.5), 





{13.13) 
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图 13.4 ”和 角速度 绕 Ое, 办 形成 图 13.5 О 轴 和 四 和 产 构成 以 ww 旋转 的 平面 
一 个 图 锥 (本 体 锥 ) 


把 上 面 的 分 析 联 系 起 来 ,进一步 推 沦 刚 体 
运动 的 景象 . 先 分 析 7, > ИМЯ НЕ 
ЗНАЧНЕ, в 应 在 惯性 空间 方向 和 大 小 不 变 ， 
ИАА ВЕЗЕ 旋转 ,旋转 的 结果 ,ow 绕 8 将 构 
成 一 个 锥 体 (图 13.6) , 称 空间 锥 。 把 本 体 锥 也 给 
于 图 上 ,这 两 个 锥 将 沿 w 相 切 ,刚体 以 名 相对 局 
性 至 间 的 运动 , 就 成 为 本 体 锥 无 滑动 地 相对 空 
间 锥 的 转动 .空间 锥 的 锥 广角 为 -“, 它 在 惯性 
空间 中 国定 不 动 。 这 就 是 对 称 出 体 有 章 动 时 的 
自由 旋转 形态 。 

图 13.6 的 分 析 是 在 Л > 了 的 前 提 下 得 到 
ЛМ а БААРА 图 13.6 речна нани ль 
Ог, 轴 旋 转 外 ,也 使 纵向 平面 中 请 化 w 更 靠近 
Ог, Ср < Р) 8613.727, < 了 的 对 称 刚 
ЖАН , Е 13.6 — 06, А ТЕРЕ 
空间 不 动 ,m 围绕 它 形成 一 个 在 惯性 空间 国 
定 的 空间 锥 , 它 和 w 绕 02, 办 旋转 而 成 的 本 
体 锥 相 切 ,其 公 切 线 就 是 w。 它 和 图 13.6 的 
相同 处 ,是 以 本 体 锥 的 内 表面 哨 合 代 震 了 外 
吵 合 ,假如 两 种 情况 下 了 刚体 都 是 朝 同一 方向 
旋转 ,本 体 锥 绕 空间 锥 的 转动 方向 却 是 相反 
的 ,此 时 包含 着 02, 98, А 和 的 级 平面 相对 图 13.7 空间 维和 本 体 锥 的 吵 合 滚动 ,< J 
Охьуыгь 的 旋转 方向 也 是 互 蜡 的 ,这 些 者 是 内 
Тл -了 符号 不 同 造成 的 结果 。 

让 空间 飞行 帘 绕 对 称 轴 Озь 旋转 ,依靠 陀螺 转子 定向 性 的 特点 来 保持 飞行 器 在 空间 
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指向 稳定 ,万 是 我 们 的 初衷 。 然 而 ,通过 上 述 分 析 发 现 ,只 要 存在 着 模 轴 的 初始 干扰 шы (0) 
和 (0) 或 其 他 扰动 ,上 面 描述 的 两 惟 的 滚动 运动 就 不 可 避免 。 
通过 上 面 分 析 ,我 们 已 经 有 了 四 个 角速度 : 吕 .mo@ 和 am"* 显 然 前 三 者 被 式 (13.8) 联 
系 着 , 即 
о = 0 + @, (13.14) 
它们 惟一 地 描述 了 刚体 自由 转动 。 那 么 ,第 四 个 角速度 оо, 又 与 这 惟一 的 四 转动 有 何 关系 
呢 ? 只 村 把 注意 力 放 在 图 13.6 和 图 13.7 所 搞 述 的 争 体 滚动 就 不 难 找到 答案 。 既 然 ,两 锥 的 
无 滑 滚 动 可 以 执 述 本 节 的 提 体 自由 旋转 ,而 锥 的 无 滑 滚 动 又 可 以 分 解 为 刚体 相对 级 平面 
和 线 平面 相对 惯性 空间 (空间 锥 ) 两 运动 。 纵 诗 面 相对 刚体 以 w, 转动 ,刚体 对 纵 平 面 的 角 
速度 便 是 - m ,车 设 纵 平面 相对 惯性 空间 的 角速度 是 m ,显然 应 有 
Ф = 0, + 0, (13. 15) 
从 图 13.8 不 难 推出 w, 的 大 小 和 方向 ,图 中 由 02, 9800), о, Яо 构成 纵 平 面 ,0 和 
全 ,分 别 是 矩形 的 两 边 ,w 为 其 对 角 线 。- в, 应 与 0m 轴 一 致 ,但 其 方向 取决 于 式 (13. 中 。 自 
- ©, [10 引 矢 端 矢 量 , 便 是 ww ,因为 它 满足 式 (13.15) 的 要 求 。 由 图 13.8 可 求 得 о, ПЖ 


ик = [0 + о) + а]? 





Ае у 


13.8 本体 章 动 角速度 和 惯性 章 动 角速度 
把 式 (13.4) 代 人 上 式 ,并 考虑 到 式 (13.12) ,得 


A 
tn 三 Ј, (13. 16) 
Ж 19 


с, J ин 


Я ты, = Л? (13.17) 
与 式 (13.13) 宁 比 显然 有 $ = с 的 关系 , 即 о, МЫ р 4, 


由 于 о, 是 纵 平 面 ( 0%, 81) 相对 空间 维 ( 惯 性 空间 ) 的 角速度 ， ХЖ 
速度 。 


通过 上 述 分 析 易 知 ,从 运动 学 观点 分 析 , 对称 刚 体 的 自由 旋转 ， 既 可 被 视 为 纵向 和 横 








ана = 
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会 用 到 。 
13.2 ”一般 空 间 飞 沫 器 的 自由 转动 


如 果 放 弃 前 节 J = Л, = ЛИ млм ЧИН, ЖИТ Е 
行 器 ,但 仍 认 为 Oxsys 是 它 的 主 惯性 轴 , 则 欧 拉 方 程 应 取 式 (11.19), 内 是 其 右 侧 为 零 


六 am- С, - J ww = 0 (13. 18a) 
ров = С – замы = 0 (13. 18Ь) 
Лыы - С ~ Л) ьо = 0 (13.18е) 


将 .上 面 的 式 (13. 18a) 乘 оь, ,20(13.18Ь) Я аль, ,而 式 (13.18c) Ж we 后 ,再 相 加 ,积分 

后 求 得 (为 了 方便 ,下 面 略 去 表示 体 国 联系 的 下 标 Б) 

Ја + Ја? + Ја? = сопзі 
与 式 (11.7) 相 比 知 此 式 是 主 惯性 办 坐标 系 肉 的 转动 动能 了 的 两 售 , 所 以 有 

Ја а ай + jw = ӘТ (13.19) 
РЕ (13. 18а) 、 式 (13.18b) 、 式 113.18c) 分 别 乘 以 Лео, 4 Јуну. Јао, 后 相 加 并 积分 ,所 得 结 
困 与 式 (11.11) 比较 后 ,得 

Пе ay+ Рай = № (13.20) 
即 懂 性 积 为 零 时 总 动量 矩 疡 的 平方 。 动 能 了 和 动量 矩 疡 都 应 守恒 ,其 模 的 数值 大 小 取决 于 
о, „оу о, 的 初始 条 性 。 

式 413. 19) 和 式 (13.20) 表明 刚体 的 自由 转动 应 服从 于 这 两 式 所 要 求 的 角速度 之 间 的 
Ж.Я о. ао, 和 ur 分别 为 空间 直角 坐标 系 的 轴 , 则 式 (13. 19) 和 式 (13. 20) 表示 的 是 能 
ВЕК ЕЕК ,它们 在 w,、w, о, 办 上 的 截 矩 分 别 是 

1/2 1/2 22 

2) О) 和 各) (А) (в) (13.21) 
即 都 与 对 应 轴 的 转动 惯量 成 反比 。 自 由 转动 问题 的 解 是 然 要 同时 满足 式 (13. 19) 和 式 (13.20) ， 
其 解 应 是 这 两 彬 球 表面 的 交 线 (图 13.9)。 这 条 交 线 又 称 为 本 体 极 迹 , 以 本 体 极 迹 上 任意 
点 为 矢 端 至 坐标 原点 的 矢量 表示 刚体 自由 旋转 角速度 四 (*) ,其 坐标 是 w。， о, о, ЕЕ 
ЗИЛ УС ИО ЕДА А В НЕНИЯ ВЕТВИ ЛХ ВЕНЕ АННЕ НИ 
一 族 本 体 极 迹 (图 13.10) , 它 描述 了 相应 刚体 的 所 有 可 能 的 自由 转动 运动 图 示 /> > 
的 情况 ,本 体 极 迹 分 为 四 个 区 ,它们 分 草图 绕 着 w, 和 w, 轴 , 而 被 过 wy 轴 的 两 条 极 迹 所 分 
割 ,后 者 被 称 为 边界 极 迹 。 如 果 令 


2 
Ј = А. (13.22) 
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图 13.9 ”能 基 和 动量 梢 球 的 交 线 
本 体 极 迹 曲线 


(J 的 因 次 与 转动 惯量 同 ) ,工作 极 迹 落 人 
ЖБ: З Л о у АСЯ? > 
2771), # ЛЯ о, 轴 的 区 域 ; 当 J = J 
> 1.( А? < Ту), Л а, МХ; 
而 当 了 = ЛС” = 2ТЛ,) ЕАО 
上 。 

1834 年 Poinsot 对 刚体 的 自由 转动 做 
出 了 上 几何 解释 。 他 的 结论 是 .刚体 的 自 由 
езуи РАЕН ДИ, ДЕР ТАЕ И ВЕ ЕН 
Хн АРТА ВУИ Е ЕЯ, 
И агр, 图 13.11 能 基 椭 球 在 辕 定 平面 上 的 无 滑动 滚动 
且 固 定 平 面 与 天 垂直 (图 13.11)。 

下 面 对 这 种 几何 模型 如 以 说 明 。 首 先 ,固定 平面 与 能 量 椭 球 切 于 g 点 , 自 0 至 g 的 矢 
Нал (ЕЕ о, ,wy Яо, 符 人 台式 (13. 19)。 由 于 切 点 前 速度 分 量 惟一 ,如 果 
再 满足 第 一 个 积分 式 (13.20) ,这 个 模型 就 是 正确 的 了 ,根据 几何 党 对 平面 的 描述 ,其 方程 
可 写成 











іхь + туу + лар = р (13.23) 
В, В 1, т 和 n ЛЕЕ РТК А р y 和 i 轴 的 方向 余弦 ,而 p РОЗН 
直线 05 ЕЕ Зра р, НР А Зр, Уна J wy, Јоу 和 
Лоо ЕТ О АЕ ЕТАР ТЕТКЕ Е В О, НВР оо 在 方向 的 投影 ， 
Яо. м А = До + Лоуј + Лю. К НО = о.і а оў + о, й, ИКС. 19) ,得 


р = 从 ,正好 是 绘制 图 13.11 АЕ МНН g 点 的 三 个 角速度 分 量 形成 的 角 动量 ， 
符合 式 (13.20) 的 要 求 。 大 证 明了 Poinsot 几何 借 型 是 正确 描述 了 刚体 自由 转动 的 一 般 
情况 ， 

转动 过 程 中 , 切 点 5 在 能 量 福 球 上 的 轨迹 就 是 本 体 极 迹 , 切 点 在 固定 平面 上 的 轨迹 则 
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和 о, ВАЗА Оу, СЖ 0, р, ОУ, ИЕ, АН 
з іар рр ЕН ГАА А Е ТЕ xpypss 坐标 系 和 惯性 坐标 系 中 的 运动 规律 。 


13.3 续 惯 性 主轴 旋转 的 稳定 性 


首先 说 明 , 如 果 坐 标 系 是 非 主 惯性 系 ,不 论 绕 哪 一 
根 轴 上 息 由 旋转 ,运动 都 不 是 稳定 的 。 图 13.12 中 日 是 -… 
КИК ЕЕ её, = [5 Јь Ks 17 ЗЕ ФЕТ 
方向 ЯР АЕ ЗЕ АУ ЕК В НЕ 
绕 该 系 其 坐 标 轴 等 速 旋 转 ,其 上 dm 微 元 质量 的 加 速度 
Е (11. 14)}а = озюх(юхр) Ж ао 0 
点 加 速度 ,dm 的 惯性 力 是 adm ,而 绕 0 点 的 惯性 力矩 是 Р 13.12 绕 某 -一 轴 放 转 时 的 惯性 力 乱 


[хат = г. хатте х ўе 


В 
式 中 ,m ЕВ МИКИ, г. 是 自 0 点 至 质心 的 矢 距 ,不 失 一 般 性 , 设 0 为 质心 (r = 0) 和 
о эл 重 台 ,并 考虑 到 式 ( 附 3.11), 上 式 成 为 














0 0 о) J 一 ЗУ = Л. 0) 
юх Й = е ох Хо = 1 0 оор -л 六 ~- | = 一 oo 
-0 0 -天 -J Л 0 


ИВЛ г, Яп 矢量 方向 有 惯性 力 甜 ,这 个 力矩 将 使 绕 高 的 自由 转动 成 为 不 稳 。 

所 以 ,刚体 绕 非 蛋 性 主轴 的 无 力矩 自由 旋转 是 不 稳定 АЕ: ЕН У зе. 
怎样 的 ?由 上 式 易 知 对 于 绕 惯 性 主轴 等 速 自 由 旋转 的 刚体 ,对 任何 轴 的 惯性 力矩 都 是 零 ， 
似乎 答案 应 是 肯定 的 然而 运动 稳定 与 否 , 不 仅 看 在 该 点 的 运动 情况 (是 否 平 衡 ) 还 要 看 
在 小 拢 动 的 作用 下 ,使 运动 偏离 该 点 后 ,其 状态 是 返回 到 原 态 还 是 继续 偏 高 ,能 返 加 或 赵 
近 原 态 ,或 以 小 幅 绕 原 态 摆动 的 才 是 稳定 。 

根据 这 个 原则 ,我 们 研究 绕 主 轴 的 刚体 旋转 运动 。 设 刚体 空间 飞行 器 绕 js 基 矢 旋转 ， 
角速度 为 口 。 换 言 之 正常 状态 时 应 有 «у = 0,9. = о. = 0, 如 果 受 到 扰动 便 有 ws = О 
+ баву, аһ. = Bop 和 ws = да, ЕТИМ. 19})( 为 了 简便 ,把 下 标 5 路 去 } ,有 

9х – (№ - Л) + д, бан = 0 
деу = (1. - Ј.)8а,до, = 0 


Ј.8о, 一 《六 一 J (RN 十 бал, ба = 0 
车 认为 до, Sw, Я ди, 是 一 阶 小 量 ,并 略 去 二 阶 以 上 小 量 , 便 有 








， Ч 
до, вы, = 
2, 
19%, = 
бо, + Оба, = 
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第 一 式 表 水 8w，= const, 市 第 -~ 和 第 三 : 式 相 互 确 合 。 如 时分 别 从 第 一 和 第 三 式 求 出 да, 各 
ба», А: А, 就 得 到 





бы, + шуба, = 0 (13. 24а) 
бы: + шуде, = 0 (13.24) 
其 中 
(7, 一 ГАТА — Л.) 
oo = 7 2, 77 20? (13.25) 


设 上 两 起 的 解 为 so; = Ce (1 = x,z), 代 人 原 方 程 ,得 
д? + оё = 0 


А = +у – ші (13.26) 

由 此 可 知 ,如 果 式 (13,25) 右 侧 为 负 , 将 有 一 对 正 负 实数 解 , 其 中 的 正 实数 解 将 使 
бан = Сех 随时 间 的 推 穆 而 发 散 , 刚 体 的 转动 就 是 不 稳定 的 。 如 果 式 {13.25) 右 侧 的 量 为 
正 , 则 4 将 是 虚数 , 凤 = + wv То, 

да; = Сисов вы + Совіп чьё, Е = 5,2 

КАМНЕ А РА БАЕ АЕ У. (ЕЕК ЕЕ) МИА ре в ЕЖА Е НУ Н 
实 这 个 结论 还 可 以 直接 从 附录 定理 9.2 得到， 

所 以 ,寻求 刚体 自由 旋转 稳定 的 问题 , 变 为 确定 

(hy - J -1) 
J 

的 符号 的 间 题 , 它 为 负 运 动 不 稳 定 , 为 正 运动 稳 定 。 而 上 工 成 为 正 的 条 件 是 : 

(1) 六 > л, > Л.В, 

(2) Ј, < 3..3, < 也 , 即 绕 最 小 惯量 轴 的 运动 。 
这 就 是 说 ,刚体 的 无 力 逢 自由 转动 ,只 在 线 最 大 惯量 轴 和 最 小 惯量 轴 时 才 是 稳定 的 。 

其 实 这 个 结论 从 图 13. 10 也 可 得 出 ,图 中 示 出 能 量 椭 球 上 的 本 体 极 迹 , 该 图 是 天 为 中 
闻 惯 量 销 的 情况 .本 体 极 迹 在 у, Оу, ЗН) 点 处 为 数 状 奇 点 ,运动 将 沿 着 申 该 点 出 发 的 极 迹 
曲线 发 散 。 所 以 , 绕 中 和 间 惯量 主轴 旋转 的 刚体 ,旋转 运动 是 不 稳定 的 , 自 旋 稳定 卫星 不 应 绕 
НТ. 

ЗИ ВХ (12.14) 中 的 六 ЖА, 为 参数 ,部 

љ- Ј, - у, 





(13, 27) 








Е, = 7, К, = 77 (13.28) 
出 式 (13.27) 大 于 零 的 稳定 条 件 , 还 可 被 写成 

>20 和 和 &>0 (13.29) 
和 

А <0о 和 &<0 (13.30) 


在 以 К, 和 天 分 别 为 横 纵 轴 的 图 中 , 式 (13.29) 和 式 (13,30) 所 决定 的 稳定 区 域 如 图 13. 13 
所 示 。 其 中 第 一 象限 是 稳定 域 ,满足 式 (13.29) 的 条 件 , 该 区 域 中 1, 是 最 大 惯性 轴 ; 第 三 象 
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限 也 是 稳定 域 , 式 (13.30) ЖЕ д: НИВО Л 是 最 小 惯量 轴 。 


13.4 ”有 和 能量 把 耗 的 自由 旋转 刚体 


在 13.3 节 曾 得 到 绕 刚 体 的 最 大 和 最 小 惯性 辖 的 转动 是 稳定 的 结论 。 然 而 问题 却 出 现 


在 刚体 两 字 上 。 所 谊 刚体 系 指 任意 两 微 元 质 
点 之 间 的 距离 绝对 不 发 生变 化 的 物体 ,这 在 
白 然 界 是 不 存在 的 ,自然 界 的 物体 在 外 力作 
用 下 其 中 的 质点 都 会 产生 或 大 或 小 的 位 移 ， 
而 常见 的 刚体 只 是 这 种 位 移 很 小 而 已 。 质 点 
之 间 栓 对 位 移 的 结果 会 产生 能 量 的 耗 散 , 后 
者 转变 成 为 热量 着 散失 到 空间 。 特 由 是 当 刚 
体 由 若 于 部 件 构成 或 其 上 带 有 液体 容器 时 ， 
部 件 之 问 或 液体 与 容器 壁 ,以 及 猴 体 微粒 之 
间 会 发 生 摩擦 ,也 要 耗 散 能 量 。 有 时 我 们 还 人 
为 地 吉 装 耗 散 能 量 的 阻尼 器 ,它们 和 和 可 挠 性 
变形 的 部件 ,都 是 耗 能 部 件 。 

当 刚体 中 有 能 耗损 失 时 ,自由 旋转 运动 
的 稳定 轴 会 发 生变 化 ,这 时 绕 最 小 惯量 轴 的 
旋转 也 变 成 不 稳定 的 了 。 现 说 明 如 下 。 





[Зака 区 AAA 不 稳定 区 域 
8 13.13 ”自由 转动 刚体 的 稳定 区 域 


对 于 旋转 的 刚体 , 曾 求 得 它 的 能 量 和 动量 矩 ( 见 式 (13.19) 和 式 {13.20))。 对 于 理想 刚 
体 ,它们 都 是 不 变量 ,而 当 有 了 能 耗损 失 时 ,能量 7 不 再 保持 不 变 , 而 是 逐渐 碱 小 , 即 


т< 0 


(13.31) 


然而 , 动 基 抢 却 仍 然 保持 不 变 ( 因 系统 未 作用 外 力 ) 。 在 式 (13.22) 中 我 们 曾 引 进 了 参量 , 它 
是 劲 量 矩 和 能 量 之 比 ,具有 积 转动 愤 量 相同 的 因 次 ,在 本 节 可 以 作为 系统 能 量 的 度量 。 对 


式 (13.22) 取 对 数 再 到 时 间 导 数 , 得 
了 Т 


T+F=0 


(13. 32) 
由 式 (13.22) 可 推论 出 :了 是 随 着 时 间 的 推移 而 增加 
的 ,图 13.10 是 假定 J > Л > 寺 且 无 能 量 损耗 时 的 本 
体 极 迹 族 曲线 ,每 条 封闭 的 本 体 极 迹 都 对 应 着 一 定 的 
能 量 了 ,而 以 与 оо, 轴 重 合 的 极 迹 曲线 (退化 成 > 轴 上 的 
ЈА) 的 能 量 最 大 (了 = А2/27,), Ы о, 轴 重 合 的 极 迹 曲 
线 (w, 轴 上 的 交点 ) 具有 最 小 的 能 量 ( 了 7 = А22.) 





言 之 ,对 应 于 w, 轴 的 极 迹 J 最 大 ,而 о, 轴 的 被 迹 了 最 
小 * 如 时 最 初时 刻 刚 体 极 迹 恰好 在 и, 轴 { 如 图 13. 14)， 图 13.14 有 能 量 损 耗 时 的 刚体 自由 旋转 
而 且 其 有 一 定 的 能 耗 , 则 工作 点 将 逐 浙 离开 а, ЗЕЕ 
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ТЕ о, 轴 附 近 的 极 迹 曲 线 , 因 能 量 不 断 变 小 ， 
极 迹 曲线 不 封闭 ,而 是 越 来 离 w, 轴 越 远 。 当 
极 迹 曲线 与 边界 极 迹 相交 后 , 便 进 入 了 绕 о, 
轴 的 极 迹 线 区 域 ,并 最 终 地 以 螺旋 线形 式 , 达 
到 与 w 轴 重 合 。 上 述 过 程 清楚 地 绘 于 
图 13.13 中 。 妆 工作 点 到 达 о, 轴 之 后 ,能 量 已 
降 至 给 定 А 值 允 许 的 最 小 量 ,能 量 进一步 的 
耗损 ,将 不 仅 导致 总 能 是 了 的 减 小 ,也 会 因 角 
速度 ws 的 下 降 使 系统 动量 撼 及 变 小 。 

通过 上 述 叙述 ,可 见 在 有 能 量 损耗 时 ， 绕 
最 小 惯量 轴 的 转动 也 是 不 稳定 的 , 只 有 绕 最 10 
大 惯量 轴 的 转动 才 是 稳定 的 ,在 -天 图 中 ， ___Јежкы 世相 稳定 区 域 
稳定 区 域 的 划分 如 图 13.15 所 示 ,在 真实 情 | _ 
况 中 ,能 景 损耗 是 不 可 和 避免 的 ,所 以 我 们 遇 到 图 13.15 有 能 量 损耗 时 自 旋 稳 定 卫 旺 的 稳定 区 感 划 身 
的 稳定 转动 ,将 只 是 绕 最 大 惯量 轴 的 旋转 运动 。 











13.5 УЖО мт в 


ЖИЛ БИЯ а НГ ТЯ ЕРЕМИН НЕВА К НЕК 
中 漫游 或 地 球 高 轨道 卫星 近似 真实 ,而 对 于 多 数 地 球 本 星 ;特别 是 近 地 轨 道 空间 飞行 秦 却 
下 相当 的 出 人 ,主要 是 后 商情 况 下 卫星 受到 许多 摄 动力 所 的 影响 , 如 重力 梯度 力矩 .空气 
БОЛТАН , 地 球 势 函 数 非 球 项 力矩 ,太阳 光 辐 射 力 抵 、 地 磁场 力 抢 等 .本 节 将 只 研究 重力 樟 度 
力矩 的 影响 ,这 上 古 因为 它 是 诸多 干扰 力矩 中 数量 较 大 的 一 种 ， 而 研究 其 他 摄 动力 矩 还 需 补 
充 一 些 有 关 专 门 知识 。 

第 十 二 章 我 们 说 明了 重力 梯度 力矩 是 空间 飞行 器 姿态 参数 (aj ,aas Ж ф,8, у) 和 
轨道 参 数 (R 和 ww0) 的 函数 ,因此 精确 求解 重力 梯度 力矩 作用 下 的 飞行 器 姿态 运动 得 考虑 
瑟 的 加 道 飞行 * 但 为 了 简单 和 突出 重要 影响 参数 ,本 节 仍然 假设 飞行 器 是 在 图 轨道 上 远 
动 ,将 轨道 和 姿态 问题 相互 解 未 ,单独 研究 姿态 运动 。 

先 给 出 在 阅 轨 道上 运行 的 自 旋 飞 行 如 的 资 态 动 力学 方程 式 。 图 13.16 = В 是 自 旋 卫 
Е, 0 为 其 质心 , 它 在 近 地 圆 轨道 上 运动 。0X,Y,Z,, Ола 分 别 是 轨道 和 飞行 器 坐标 系 ‚ Я 
道 坐标 系 以 轨道 角速度 wo 绕 ОУ, 的 负 方 向 旋转 ,理想 情况 下 Oxyz ПОВ Е, 
АТАР АЕТ, 928 Оу 以 0 速率 旋转 ,因此 оу = 0, ХАТЕ 
ВН 1. = = ЈОЈ, = 了 因此 ,无 外 力作 用 的 姿态 运动 方程 式 是 ( 见 式 (11.19)) 





Ли, = (1 - Л) О, = 0 (13.33а) 
Јоу = 0 (13. 33Ь) 
Ло, (J - рдо, = 0 (13. 33еу 


为 了 研究 这 种 空 间 飞 行 器 的 稳定 性 问题 , 设 在 上 述 理想 状态 基础 上 增加 一 小 扰动 .在 
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图 13.16 ”在 图 轨道 上 的 音 自 旋 飞 行 器 
小 抗 动作 用 下 Охух 与 OX 了 Zz 之 间 出 现 了 小 的 欧 拉 角 ФЗ ЖЕНЕ о, 0, И.Н 
ОХ,Ү,2, 向 Охух ВА АУЛА ЕЛ. (15 (10.20) 或 式 (10.25)) 


1 у -9 
са -|-3 1 加 (13.34) 
3 -wm | 
考虑 到 小 角度 ,可 以 把 р, ЖТФ Л х,у 和 z 方 向 的 角速度 分 量 S&u。 = 多 ,8w，= 0, 
бо, = 多 ,其 和 速度 是 = рін дў + 5。 除 此 之 外 ,还 存在 着 OZ ОР 方向 的 轨 
НЯ oo 和 沿 OF 的 自 旋 速 度 和 2。 设 总 的 角速度 是 wx 











Әу = 09° + 0 = 0+ ооз О (13.35) 
ЖЕ Oxyz АННЕ 
Ф 0 0 $ - woy 
ох = || р.а (13.36) 
ф 0 0 # + ооф 





考虑 到 оо 的 方向 和 大 小 都 不 变 ,号 И ооо П со 改变 方向 ,而 中 却 是 数量 和 方向 随 ao 都 
改变 的 量 。 因 此 ws 的 时 间 导 数 是 


Ф ~ (оу + 0) 一 оф 
5 
Ш + (ор + О) ф - оор 


把 上 述 关系 式 代入 式 (11.16), 便 可 求 得 本 情况 下 的 姿态 动力 学 方程 式 在 Oxyz 中 的 分 量 
№ 


Ох = 0+ ухо + (орж о) х 0 = el (13.37) 








ХФ 一 Сл 一 Ј) оа + 2) 一 [02], 一 7) во 十 ЈО Ф = М, (13. 38а) 


19 = М, (13.388) 
29 - [4 - оо + Хоф + ОЛ - Doot ем, (13.380) 
士 式 在 侧 的 作用 力矩 仅 考 虑 重力 梯度 影响 ,其 表达 式 在 小 角度 情况 下 如 式 (12.9) 所 
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示 。 但 引用 之 前 先 做 一 些 说 明 , 由 于 空间 飞行 右 在 空间 自 旋 ,其 惯性 主轴 相对 Oxys 是 转动 

的 , 按 道理 在 Oxyz 三 轴 上 的 转动 惯量 也 应 是 以 委 旋 辕 期 循环 变动 的 ,因此 由 式 (12.9) + 

算出 的 重力 梯度 力矩 也 周期 变动 然而 ,本 节 中 的 飞行 器 是 轴 对 称 的 , 绕 对 称 轴 旋 转 时 ,人 尾 

何 过 质心 模 轴 的 转动 价 量 都 是 Л, ПАНА ВОЛЕ ,这 就 如 免 了 周期 变 系 数 方程 式 的 麻 
烦 。 内 此 ,我 们 直接 从 式 (12.9) ХЕ , 带 人 式 (13.38) 后 ,可 以 求 得 

ЛФ - (407, – Ј) оо + оф – 1027, - оо + 19 =0 — (3.394) 

! 9 =0 (13.396) 

$ - Кл - Лоо + № ]ю0ф + [Qh Ј) оо + КФ = 0 (13.39) 

ар, 本 而 少 转 和 偏 航 却 龙 相互 耦合 的 。 由 式 (13.39b) 18 9 = 


const, 这 说 明 飞 行 器 在 原 有 自 旋 速率 0 之 二, 增加 了 常量 扰动 ,不 影响 自 旋 轴 方 向 稳定 。 
为 了 分 析 另 两 通道 的 运动 ,将 式 (13.39a) 和 式 (13. 390) 改写 成 


=[5] + < [7] - 10) (13.40) 
其 中 
НЕ 
~ ОЛ - 门 mo - 
И Е | п] =-< 


к= |7 4( J - Е – Лю 0 | А 


(= о и!" 
显然 ,起 (13.4 和 ) 符合 附录 定理 .6 的 条 件 ,系统 稳定 的 条 件 是 下 > 0, 或 系统 是 静 稳 定 的 。 
Ж, н К К, 可 求 得 俯仰 和 偏 航 稳定 的 条 件 
[4( Л - Лоб + Јо |С - Лаб + Јо] 


= 403 - Л + 507, - Л ЈО + РО? > 0 (13.41) 
Я АЖЕНЖ р, 和 无 因 次 转速 各 
У- 2А а 
Е, = 了 ‚д = ао (13.42) 


稳定 条 件 式 (13.41) 成 为 


5 (13.43) 
然而 定理 附 9.6 虽 利 用 起 来 十 分 简单 ,但 它 只 给 出 系统 稳定 的 充分 条 件 ， 而 为 了 求 得 
到 要 的 稳定 条 件 ,还 得 先 从 式 (13.40) 求 出 特征 方程 式 。 为 此 ,对 式 (13.40) 取 拉 氏 变 换 ,用 
元 遍 除 各 项 ,再 引进 式 (13. 42) 的 参数 后 ,得 
| 52 + [48 - (Kk + 100102 [kl kt+ о0о 20)] [9 
[А -Т- (+ 00 Јов [В (hr 19012211408) 7 lo 
因而 求 得 特征 方程 式 
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+ {3k ГА - (5, + ПО} дз? + [482 5+ ПО (+10 = 0 


{ 13.44) 
ВЕ 9.1, 系统 稳定 的 条 件 是 
bi = {3h +1+ ГА - (Е +1007}> 0 (13.45) 
bo = 40 - 5606 +100 + (+1200 (13.46) 
br 4 > 0 (13.47) 


事实 上 , 式 (13.46) 和 式 (13.43) 是 完全 一 致 
的 ,而 式 (13.45) 和 式 (13.47) 是 新 导出 的 稳 А 
定 条 件 。 4| 
利用 式 (13.45) - 式 (13.47) ЕН 25 
定 区 域 划分 图 见 图 13.170], Б, > ОСА 7 
轴 转 动 惯量 大 于 模 轴 的 } 时 , 绕 该 轴 族 转 , 在 47 
大 部 分 һо 的 区 域 ,特别 在 全 вк, И f 
系统 是 稳定 的 。 而 在 &，< 0( 绕 小 转动 惯量 旋 21 06-04-02 0 02 04 05 08 1 
转 ) 时 , 系统 也 能 稳定 , 特别 是 在 各 大 的 情 ___Јежкы Дежа 
况 。 图 13.17 ” 贺 轨 道 自 旋 稳 定 飞 行 器 的 稳定 域 








13.6 自 旋 稳定 空间 飞行 器 的 章 动 阻尼 


我 们 已 在 13.1 和 13.2 节 中 说 明 自 施 飞 行 器 的 章 动 运动 , 它 是 不 衰减 的 等 幅 锥 形 振 
动 * 为 了 使 章 动 运动 逐渐 减弱 ,并 最 后 进入 可 容许 的 范围 , 常 在 自 旋 飞 行 器 上 安装 章 动 阳 
尼 器 ,包括 被 动 和 主动 两 种 。 

本 节 研 究 被 动 章 动 阻尼 器 , 它 是 一 种 不 需 外 界 能 源 的 装置 ,只 消耗 自 放空 间 飞 行 器 的 
能 量 。 很 如 我 们 在 13.5 节 的 飞行 器 中 增设 一 弹簧 活塞 式 阻尼 器 ,并 研究 增加 阻尼 器 之 后 ， 
飞行 器 的 稳定 性 问题 。 

图 13,18 是 研究 对 象 ,在 自 施 空间 飞行 器 上 设置 一 随 间 旋 转 的 体 固 联系 Du yy , 它 与 
空间 飞行 器 坐标 系 Oxyz 的 差别 是 后 者 只 相对 轨道 坐标 系 进 行 姿 坊 运动 (姿态 角速度 
$.9,$), 而 不 参与 自 施 (速率 为 0)。 因 此 ,从 Оку 到 Охьуь, 的 坐标 变换 矩阵 C 是 (参考 


式 (10.27)) 
сов {4 0 -sin Or 
бы = 0 1 0 | (13.48) 


эт {24 0 cos Ф 
在 Охъувь 的 Ox, 轴 上 上 距 避 点 为 :处 安装 一 阻尼 器 .阻尼 器 由 弹 答 (刚度 为 НЕО 
М та) 和 粘性 阻尼 液 ( 粘 度 为 C,) 组 成 。 活 塞 的 平衡 点 在 Ох, 轴 上 ,其 位 移 量 为 沼 Оу, 
的 ?。 设 活塞 在 Dx, 上 时 (7 = 0) ,飞行 器 整 星 的 转动 惯量 矩阵 呈 对 角形 ,在 Охьууь 中 的 分 
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图 13.48 自 旋 飞行 器 的 章 动 阻 记 





Л 0 
Ј | {13.49} 


0 了 
ТЕҢ ПАТОЛ Н АЎ: ВЕЛЕ ЗЕРЕН ЛЕВЕ ЕР Е ТЕРЕ Е Ох, ЕБЫЯ 
ИВА (И з. 35)) 








ооо 
Лю = т ЦЕ - И") = | Р Ом (13.50) 
оо Ё 
后 者 的 惯量 是 有。 由 于 如 = 五 + Јо, НН 
0 0 
B=|0 7- Em 0 | {13.51} 
0 0 -ma 


当 限 尼 器 活 寨 运动 到 距 Ох, 为 9 位 置 时 ,如 果 设 0 点 到 活塞 中 心 的 矢 距 是 mm = 了 + п, 
形成 的 转动 惯量 是 


НЫ (13.52) 





р - 1 0 
Ц = mal оз paE - 6164] = | - у; Р 0 


车 ? ЛУ, И РАМНО ЕЕ 


Л + рта - та 0 7 - аты 0 
Ј= += — ты Ј 0 а= | – та Ј о 
0 0 Ј + т, 0 0 Ј, 
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应 说 明 的 是 :(17 随时 间 变 化 ,因而 /也 是 时 变 的 ;{2) 是 在 De 中 分 解 的 ,而 在 
0xyz Е 


Ј, — tmacos ПЕ 0 
1" = Cal Co = | - Umacos 01 Ј Атлет Dt (13.54) 
0 mmasin (2 Ј, 


为 导出 姿态 动力 学 方程 式 , 再 给 出 活塞 作为 质点 的 速度 和 加 速度 ,由 于 py = 1 + р, 
ИЖ 


т [-3 
Уд = + Ра = Уо + + 05 х ра 


йа = у + pa = vo + 1 + 20; x 如 + 05 х ра + Os x (ws x ри) (13. 55) 
其 中 ws 是 飞行 器 相对 惯性 空间 的 角速度 , 其 表达 式 见 式 (13.36), 对 时 间 的 导数 见 
式 (13.37)。 


姿态 运动 方程 ,可 省 过 取 相 对 质心 0 点 的 力 先 平衡 条 件 求 得 ,与 式 (2.13) 相 比 ,应 增 
吉 阻 尼 器 的 惯性 力矩 ,成 为 


[аат + рах ати = М 


ЕАН. 14) #3. 55) 代入 ,考虑 到 0 з, 


Jram + рт. = 0 (13.56) 
(11.14) 中 的 а, Яо 分 别 用 w 和 ws 代替 ,姿态 方 程 成 为 
9-х Ws+ рах (р + 20ух д) = М {13.57} 
考虑 到 了 在 Oxyz 中 的 分 量 形式 是 J ,py ТЕ Ох, 和 Oy, 方向 的 投影 是 1 和 7 ;它们 被 变换 到 
Охуг 中 是 
і і соѕ ОР 
ба = с. | | | (13.58) 
0 — Раш 02% 


213.57) ИЖЕ ВЕЕТ (13. 36). 30013.37) #15 (13. 54) 给 +165 13.57), 
可 以 求 得 在 0xyz ИНОЕ Га ИК С ЕВЕ, 
ЛФ 一 (Л 一 Л) wo + ЈО оф 一 上 (2 了 一 .站 mn 十 Ј0]0 + 


татр + (во - О) у)зід ft = М, (13. 59а) 
Л9 = М, (13. 59b) 

ЛЯ 10, – Јер + 2] шо + ТОЈ, - Лод + №] ф+ 
тар + (wo - 2) 1]соз (и = М, (13. 59е) 


和 式 (13.39) 相 比 ,此 处 滚 转 和 偏 航 方程 的 左 侧 多 了 包含 活塞 运动 和 自 旋 角 0, Е 
项 -上 述 方程 式 中 , 自 变量 是 p ,3,y 和 ?, 兴 四 个 ,比方 程式 数 肯 光一 ,而 且 对 于 ”变量 其 
系数 是 章 期 涡 数 ,方程 式 成 为 Floquet 型 .内 此 ， 我 们 下 面 要 做 的 ,首先 是 再 求 出 一 个 独立 
方程 以 使 方程 封闭 有 解 ; 其 次 是 寻找 一 个 解 Floquet 方程 的 方法 。 
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程式 。 仅 如 把 活塞 从 飞行 器 中 分 离 出 来 ,其 上 作用 力 应 如 
图 13.19 所 示 。 除 了 弹 筑 弹力 和 煤 性 阻力 - kg 和 - С 2 
外 ,就 是 通过 油 氏 壁 作 用 在 与 运动 方向 刁 直 的 力 Е, Е 
та 在 参考 系 中 的 加 速度 是 Ps ,因此 运动 方程 为 

тара = - Са — ka +F (13.60) 
5. ( 13. 55) 18 да Л (13.60) ,再 写成 在 Оху 中 的 
分 量 后 , 取 它 在 Оу 方向 的 分 量 ( 略 去 二 阶 小 量 ) 813.9 ев 
та) + С + km + тС віп ПЕ + феов (Ot) + 2т 2 ( peos (и – Ysin 0) + 
mal (wi - 205 )(фыт ПЕ + Yeos 0) = 0 





(13.61 
显 见 , 它 也 是 周期 变 系 数 的 方程 式 。 | 
为 消除 周期 变 系 数 ,可 用 下 述 变换 关系 
і = $603 Rt 一 05in 01 
сэ = (13.62) 


азу = фаш ft + peos 0 
利用 这 些 关 系 式 , 经 过 推导 ,在 无 外 力矩 作用 的 情况 下 ,Floquet УЖЕ ЕН 
程 


Аё (2), – р) бо 0) + (1- (и с аа -0 (13. 63а) 
18. =0 (13. 63Ь) 
283+ (Л - боо - OB + (1- Д) (о 0003 + т [1 + (wo - Пт] = 0 

{ 13. 63е) 
т я 十 Са + К + т.183 + тан 一 26, = 0 (13. 634) 


上 述 四 方程 中 ,第 二 式 仍 独立 于 其 他 三 式 , 有 0, = consts 事 实 上 ,这 仍然 是 自 旋 运动 
的 常 值 干扰 ,并 不 影响 自 施 轴 的 方向 稳定 性 ,为 分 析 另 外 三 个 通道 的 稳定 性 ,可 用 7. Ё 
式 (13. 63а) 和 式 (13.63e) ,用 пы 除 式 {13.63d) ,再 进行 拉 氏 变换 ,得 

(ии - 0) (1 Е.) (оо - 2); 0 


91(8) 
{1 - &) (в – 0) 5 5+ (ад ~ ПУ т + (ар ~ 00] оа 








0 152 + (wo - OQ)] 52 + 20466 + аў, 105) 
其 中 
一 ka и Са .一 Ј, 
04 (=) "б = ату’ -了 (13.64) 
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令 左 侧 方 阵 的 行列 式 为 零 , 可 得 系统 特征 方程 式 


а659 + 658 + аах" + аз + а таза = 0 (13.65) 
Нэр 

us = 1-0, 

us = (wo – О) 

па = (оо п) о +1. 02 (Е а 2)] 

аз = 2000 - О) + 2) (13.66) 

ар = (wo ~ ПУ + + - КЕ + 2) | 

ет = 200 - 2), 

ао = (ao 一 О)%( 3) 一 Б) 
其 中 

а = й э = 学 (13.67) 








根据 附录 ?， 六 阶 特征 方程 式 的 稳定 条 件 是 45, 03,01,00, Аз, А; > Do 其 中 ， 95, 3,41 
大 于 零 是 必然 的 (假如 wo - © 为 负 , 可 以 - ЖЖ. 65) 各 项 ); 由 ao > 0, 得 
Е, «д, - > 0 (13.68) 
它 与 重力 梯度 稳定 飞行 器 的 式 (12., 62) 类 似 ;而 最 后 两 不 等 式 是 


25 83 21 0 0 


Us ау 1 а5 а4 а су 0 
Аз = |а а az| > 0,4; = |0 as а а 010 (13.69) 
[9 as аз 0 а а а а 


0 0 а; а. al | 
把 有 关系 数 代 人 后 ,得 
Аз = &(1- hk)(l+k)>0 (13.70) 
Аз = 0 (13.71) 
式 (13.70) ЖЕНЯ Я 34 д, ТЕ(0,1) Ў Д, > 0, 系统 才 渐 近 稳 定 , 而 当 名, 0 系统 不 稳 。 但 
式 (13. 为 零 无 法 判断 系统 的 稳定 性 。 
面 六 个 稳定 判 据 中 ,第 六 个 式 (13.71) 无 法 证 实 系 统 稳定 否 ， 应 该 再 找 其 他 方法 核 
验 。 ен 中 的 定理 ,为 此 用 Л (13.63) 各 项 ， ЛДА > РНЕ рў, 


2 1 91 











91 
т! 931+ (6+0) 93 | = 0 (13.72) 
; i 


其 中 
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1 0 0 0 -(1- А) 0 
0 1 |. 1 0 0 
0 





ш а, 0 0 0 
(13.73) 
ооо ка, 0 0 
型 = Г 0 к 0 kms т 
оо е 0 пай Е 
АЕ 
mal ni €or 
m= Гоа = t= ГА 
№ 7 (13.74) 


式 (13.72) 类 型 的 系统 ， РИ 文 - 台 特 - 契 达 耶 夫 定理 (又 称 KTC 定 
НЗ 判断 稳定 性 .按照 这 个 定理 , 式 (13.72) 描述 的 系统 ,如 若 渐 近 稳定 ,应 是 完全 期 尼 
(оО К > 0) 的 。 这 个 要 求 对 于 空间 飞行 器 而 言 ,往往 未 能 满足 ,如 本 
Я, р 就 不 符合 这 个 条 件 。 这 时 可 以 利用 附录 9 的 定理 9.8 或 9.9。 

定理 9.8 给 出 式 (13.72) 类 型 系统 稳定 的 充分 条 件 , 它 叙述 如 下 ， Жтт = т> 0,67 
-人 用 = О, КТ к, НЖш,С,Р,КЕ в", р> 0, К> 0 时 ,系统 源 近 稳定 , 定 
理 对 系数 阵 的 各 项 要 求 除 








DB>0m>0 和 大 > 站 0 {13.75} 
外 均 能 满足 ,而 由 式 (13.75) 后 两 式 , 可 求 得 
tj 0,05 >44 (13.76) 


这 两 式 分 别 相 当 as > 0 和 ao > ОВЕ, И-П НД; ЕВЕ Ее 8 
自 振 频 率 (或 所 和 me) 的 依据 ,此 外 , 式 (13.76) 还 要 求 和 > 0, 这 和 式 (13.70) 也 是 一 至 
的 。 至 此 ,我 们 获得 的 系统 渐 近 稳定 的 充分 条 件 与 用 附录 7 中 的 方法 相 比较 ,并 无 新 的 判 
ЖИ О > 0 伟 未 被 满足 。 

为 了 进一步 开明 Д, = 0 带 来 的 不 确定 因素 和 式 (13.76) 第 一 式 р > 0 不 被 满足 的 影 
啊 ,三 面 百 利用 给 出 充分 和 必要 条 件 的 定理 9.9。 Сй, 系统 式 (13,72) 渐 近 稳定 的 
ЕЖЕ: тт = m > 0,67 =-E.D7 = К> 0,91 
0 (13.77) 
及 

rank[C | АТСТ I (АСТ... (АТ) Т] = п (13.78) 

Ж, п 是 式 (13.72) 的 维 数 (本 例 中 m = 3) 


и... :- ель: (13.79) 


с- (0 г р) 
А ТАЕ а x n 维 单位 阵 ,m 阵 的 道 是 








а 1 (13.80) 
А = 如 一 т: 
т 代入 式 (13.79) 得 
А 0 0 
0 0 д 0 
ОО О 0 0 4 
= ди 0 0 : 0 А(1-А) 0 
0 (т: ~ ай.) (А а, а?)т . -(- А)а, 0 а„С 
о авто mek | (Вы 0 _ 
ооо 
С = 区 :0 0 | (13.81) 
оо е 
ЖНА С, А (13.78) 后 ,其 中 的 矩阵 是 
0 0 0 0 о о. оо - (1 - В) Кайт, СГА 
: | - (1- А)та СА : : (1 - Е) шт, СИД? 
(mw -ECA Е : — (тай — К) СИД? 
{1 - &) СГА : - (1- &) љ/д? 
ор: 0 ;mw б/А 
оосо 0 — CA CA] - СА? 
如 果 取 第 1,2,6 行 和 第 3,6,9 列 的 元 素 构 成 
0 0 - (1 Б) Ею СГА 
В= |0 -Ч- А) табл (1 - А) ть? А? 
С - СИА [pa - В) СИА] - СИД? 
其 行列 式 为 


detB = ~ (1- А, )2 тС A? 

ВРАТ А = ОЯТА, = ГИ, ЕКОЕ, АВ А, ОИ, Е АР, 6013.78) 的 秩 
等 于 3, 朵 此 系统 将 是 渐 近 稳定 的 ,车 结合 Kk > 0 所 得 的 式 (13.76) 第 二 式 ,还 应 增加 如 > 0 的 
条 件 。 这 样 , 式 {13.72) 系统 渐 近 稳定 的 条 件 被 综合 为 式 (13.76) 后 两 式 ,和 天 > 0, 与 式 
(13.68) 及 式 (13.70) 两 式 的 要 求 最 完全 一 致 ,kh > 0 的 条 件 即 了 > 三, 仍然 是 前 面 得 到 的 
统 最 大 转动 惯量 轴 旋 转 系统 才 稳 定 的 结论 ,只 是 这 里 的 稳定 是 渐 近 的 。 

对 比 式 (13.48) 和 式 (13.62), 显 见 式 (13.62) 乃 是 把 欧 拉 角 转 到 Оху ВИН 
式 . 因 此 变换 后 的 o1,63 和 a3 是 Оху 中 的 赛 态 角 , 式 (13.63) 是 在 Охуууь НЯ 
运动 方程 式 。 
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13.7 自 旋 空 闻 飞行 器 的 两 种 强迫 记 动 


普 先 分 析 推 力 倾 斜 的 旋转 飞行 器 .为 了 简单 , 设 飞行 器 为 轴 对 称 体 , 绕 对 称 囊 以 О 旋 
ЖЕСЕ 13.20)。 假 如 飞行 器 的 推力 下 偏离 级 轴 , 在 Окъу, 平 
面 中 与 у, ЛЯ ЕО ЕН ОВ Е 
ВЕНЕ КЕ Е СЯН АК 
变 。 当 О 点 为 质心 时 ,轨道 和 姿态 适 动 是 元 相 解 耦 的 , 如 
ЖЖ Ли = J = Л.Л, = J 划 姿 态 运 动 方程 式 { 在 
Ozsyiz 中 的 分 量 形式 ) 是 

om = (1 - 天 job op = 0 《13. 82а) 








Јәь = 0 (13.82Ъ) 
Лоь + CF Ј)әыь = Plsind 
(13.82c) р 

由 第 一 式 得 ww = 0 = сопы ВЯ 0920 ВМО 

өр 一 ры = 0 (13. 83а) 

wis + арии = Flsin 8/1, (13. 83Ь) 
其 中 

о = 27 2 (13.84) 


ЉС (13. 83а) 求 出 me 代入 趟 (13.83b) ,再 从 式 (13.83b) 求 出 内 代入 式 (13.83a), 求 
得 
вы + аа. = whblsin /7, 
а + соба, = 0 
从 上 两 式 ,可 以 解 得 
Wix = А соѕ ор + В sin wt + FL віп д/а) 
%ы = С 608 wt + Р вт трі 
Аг = Оор, = о, (0) Жо, = соь (О) 的 初始 条 件 和 起 (13.83) 关系 式 , 求 得 积分 党 
数 4,8,C 和 上 D 后 ,有 


wh = [wl0) - зп со wpt + шь (О) т cpt + Ез д ‚013. 85) 
Јар + Up 
вы = wps (О)соз Фи = [вы (0) - И 6 |, ої (13.86) 





Ла 

它们 表示 аа Яу, 轴 除 了 有 wy 为 频率 的 章 动 运动 外 ,m ЛЕА Дени ЗНА 

КЕ Flsin 3 成 正比 ,而 与 志 成 反比 。 对 于 真实 的 飞行 器 总 存在 着 这 种 或 那 种 能 量 损耗 ,其 结 

黑 是 使 章 动 运动 逐渐 误 诚 ,并 最 终 消失 。 而 绕 x 轴 的 等 速 转动 wu。 = 80 арулар, 
t 2р 

它 使 Оль ЕО ЗН о, ВИСО НЕ ТВАЕ a 方 向 的 力 短 , 引 起 的 绕 
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хь 轴 的 转动 ,被 称 为 旋转 体 的 进 动 。 根 据 自 旋 角 速度 .作用 力 失 和 进 动 角 速度 三 者 的 矢量 
方向 ,可 以 归纳 为 : 进 动 是 由 与 自 旋 角速度 王 直 方向 的 力矩 动 造 成 的 ,使 自 旋 角 速度 以 最 
近 角 距离 倒 向 作用 力 算 的 等 速 转动 。 


进一步 分 析 自 旋 轴 Оу, 绕 0xs 的 转动 ,在 了 时 间 内 的 转角 是 gp = [war нв зня 


力 逢 引起 的 转角 ,并 令 Filsin 8 = М, 26013.85) 代 人 后 有 
мт 
Я = Зы, 
其 中 ,M.T ЕН, Р, (3.84) 代入 ,上 式 成 为 





i 
Ф = (了 - JN (13.87) 


可 见 ,Oxs Эль 转 过 的 角度 与 力 目 冲 量 了 成 正比 ,而 与 (了 - ЛО 成 反比 。 

上 曾 研 究 的 情况 是 发 动机 安装 有 偏差 时 引起 的 进 动 现象 ,特点 是 挑动 力 第 随 着 飞行 
器 一 同 旋转 , 绕 立 进 动 的 хь 轴 也 是 转动 着 的 ， 因此 空间 飞行 器 在 空间 做 着 十 分 复杂 的 运 
动 , 下 面 所 村 分 析 的 也 是 一 种 进 动 , 它 不 是 有 害 的 扰动 而 是 控制 自 旋 飞行 器 转动 轴 指 向 的 
进 动 运 动 。 如 果 和 希望 自 旋 飞 行 器 的 转动 轴 在 0xyz 坐标 系 中 绕 x 办 转 动 某 一 角度 ,按照 进 动 
原理 应 该 在 z 轴 方 向 施加 一 力矩, 力矩 与 * 轴 同 向 还 是 逆向 , 则 取决 于 上 述 力矩 、 进 动 角 
速度 和 自 旋 负 的 最 近 角 距离 向 力矩 和 量 晕 近 的 进 动 法 则 。 

若 空 间 飞 行 器 未 旋转 时 , Oxyz 和 Oxiysz 两 坐标 系 重 合 ,如 果 Oxsyszs 与 三 惯性 主轴 重 
合 ,而 主 转动 惯量 互 不 相同 , 则 当空 间 飞 行 器 绕 某 主轴 旋转 时 ， Оху 系 中 的 转动 铝 量 是 周 
期 变化 的 。 然 而 , 对 于 轴 对 称 体 绕 对 称 轴 旋转 的 飞行 器 , 则 Охуз 中 的 转动 懂 电 阵 却 是 党 
量 .为 了 方便 ,我 们 只 研究 轴 对 称 体 飞行 器 的 自 旋 轴 指向 的 控制 问题 .对 于 这 种 飞行 器 在 
Охух 中 绕 Оу 轴 旋 转 的 欧 拉 方程 是 


we (3 Ј)а, = 0 (13. 88а) 
Јо, = 0 (13.88Ь) 
Ле. + СОЈ Л) = М, (13.88с) 


它 和 式 (13.82) 相同 ,其 中 的 参数 含义 也 一 样 , рТ 
差别 是 分 别 在 Окъуу 和 Oxyz 中 取 分 量 的 结果 。 然 南 计 
飞行 器 自 旋 轴 Оу 05 НН Е М, 如何 获 得 

呢 ? 它 只 能 上 由 飞行 器 上 的 控制 器 (如 推力 器 等 } 产 生 ,而 
后 者 随 飞行 器 旋转 ,应 该 怎样 形成 沿 oz 四 (不 转动 ) 的 
ДН 加 .就 是 问题 的 所 在 ,方法 是 让 推力 大 的 力 下 平行 
Oy ,距离 为 及 ,只 在 推力 器 越过 Ox 轴 的 前 后 各 为 Any 
角 时 产生 推力 ,因此 相对 0z 的 瞬时 力矩 (图 13.21) 是 : 
М, = FReos 8, 其 中 8 是 自 避 x 轴 计 算 的 飞行 器 自 旋 角 ， 
АЖ 0 = 和 /di。 因 此 力矩 溃 量 是 dl，= Есова: = Е 13.21 М, УЖ 
PReos 64070, АВ 
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м = 2 | нке 840/0 = 人 sin (ёа) (13.89) 
8 Оу 859 Ох 转 过 g н ,那么 力 短促 量 记 便 可 由 式 (13,87) 算出 ,而 由 上 式 获得 推 
力 器 应 工作 的 Ан 范围 。 
不 过 我 们 还 得 分 析 一 下 ,推力 器 的 工作 效率 。 设 推力 嚼 自身 的 推力 冲 量 为 地 , 即 





= 2 | валла = ёда (13.90) 
1 Жи БЕУ АУ МЕ НВ Р АЕ АНЕ 75 НЕ ЕО Н АЕН ТА ВОЗ, ВЕБ 
Ав 
ааа. 02) (13.91) у 
-站 = да 


2 0,5 
其 变化 规律 如 图 13. 22 РЗ ЕН , 随 着 推力 器 工 
ЕЯ Е Ap 的 增 大 ,工作 效率 却 不 断 下 降 ,在 Ан К 
到 360” АТ Ж , ЕЗЕЕНЬ 3818 ВЯ 18 Н), 当 推 力 器 
ЗЕ ТЕН, АТАА ЗЕ РОУ. 


Аш 
о 180° 360° 


13.22 ”推广 器 的 工作 效率 
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单 自 旋 空 间 飞 行 器 的 优点 是 旋转 轴 的 方向 在 惯性 空间 中 保持 不 变 ,但 缺点 是 飞行 器 
上 找 丰 到 相对 地 球 稳 定 不 动 的 部 分 ,然而 后 者 有 时 是 必要 的 ,如 对 地 观测 的 装置 和 定向 天 
线 等 。 双 自 旋 空 间 飞 行 器 ,不 但 保持 了 单 自 旋 的 优 
点 ,还 可 以 克服 它 的 缺点 。 所 谓 双 自 旋 空间 飞行 
器 ,是 在 同一 族 转轴 上 安装 两 个 以 不 同 转速 转动 的 
部 分 ,其 中 一 个 部 分 主要 起 保持 转轴 稳定 的 作用 ， 
常 被 称 为 转子 , 另 一 部 分 又 被 称 为 消 旋 平 台 , 其 作 
用 是 创造 一 稳定 地 指向 要 求 方 向 的 条 件 , 以 便 安装 
有 效 载荷 。 

14.1 是 一 种 双 自 旋 空 间 飞行 器 的 例子 , 它 的 
自 旋 轴 与 轨道 平面 垂直 , 8; 是 消 旋 平台 ,8B, 为 转 
子 。 假 如 Bl 的 自 旋 角 速度 与 其 绕 地 球 公转 的 角 速 
度 相等 , 它 将 以 固定 不 变 的 一 面 对 正 地 球 , 这 个 特 ИМ 双 自 旋 空 间 飞 行 器 
性 正好 被 用 来 安装 对 地 通信 和 观察 的 装置 。 





14.1 双 自 旋 空 间 飞 征 器 的 次 态 动 力学 方程 式 


图 14.1 中 0, Ж 0, Я В, 和 Bs 体 质心 ,总 质心 为 0。 通常 双 自 旋 飞 行 器 总 有 一 部 
分 作为 安装 有 效 载荷 的 地 方 , 即 前 文 提 到 的 消 旋 平台 ,这 里 到 为 В.а ТОНА 
姿态 运动 是 我 们 最 关心 的 ,通常 它 相 对 空间 飞行 器 坐标 系 Олуг 的 转速 为 零 ,以 保证 给 有 
效 载 荷 以 固定 的 指向 ,但 为 了 通用 性 ,本 节 设 В, 对 Оху: 的 角速度 是 和 | ,旋转 轴 与 0y 重 
Во ШИ А, 的 作用 是 提供 足够 第 动量 ,以 保持 空间 飞行 器 的 定 轴 性 , 即 前 文 的 转子 。 
设 转子 的 旋转 轴 和 消 旋 平台 一 样 ,也 与 Оу 重合 ,角速度 为 2,。01 和 0, 至 0 的 矢 距 分 别 
ЖЕ г! гоо Bi 和 Bs 上 各 取 一 微 元 质量 dm, 它 们 分 别 至 01 和 0, ВЕ ги 和 еро 
设 


р' = + Р, ра = 72 + Ро (14.1) 
令 空间 飞行 器 坐标 系 Oxyz 的 绝对 角速度 为 wm* ,显然 
©’ = @ + Oo (14.2) 


这 里 ,wm Ж Оху: АХО Т АОИ ЕНЕ, ВРЕДЕ, о ОВ НАНЕТИ А К 
度 。 
В, ЖЕ dm 质量 微 元 参加 姿态 运动 的 同时 ,还 要 自 旋 ,其 速度 是 
У = Pt x р, + Rx ғу 


式 中 ,yo 是 0 点 的 (轨道 ) 速度 .对 上 式 求 绝对 导数 是 dm 的 加 速度 
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а = +" р + OX (ох ри + О х гы) + их гы + (Ox 0) х + Ор х [Ко 
ЮО) хг] = + обр + Ox (ох р) + хг + Ох (@ хг) + 
(ох 01) хг + ох (Пу хгы) + Я х (wx ги) (14.3) 

І], В, 上 微 元 质量 dm 的 加 速度 

вз = В+ ‘у ру + ох ("х р) + бо хг + Ох (0, х гы) + Сох 0) х гр + 
о "х (Ох г) + Ry х (ох ғ) (14.4) 
аат) уж 

jo хан) ат + е x wa)dm = 


Е: в Жп В, 体 相 对 0 АЕРУ, 右 侧 是 对 于 妇 点 的 外 力矩 之 和 。 把 式 (14.3) 和 
214.4) 代 人 上 式 , 考 虑 到 0.0, D0 是 质心 ,因而 有 
[лањ = 0, [ат = 0, 
8 ® (14.5) 
| рат + | pzam = 9, 


1 В, 


姿态 方程 式 可 以 写成 
[р х (№ *х ру)ат + [л х (о "х р,)ат + 
в; 8, 


їл х Го "х (о “х р) ат + [а х [о "х (в "х р) ат + 
8, ЕА 
ғы х (0, х ғы)дт + | x [2 x (9 х гы) Ат + [ты х (ох 01) x гы ат + 


8 8, 


一 5 一 


То х (0, х го) dm + [+ х 0, х (0, х гы) Чт + [x х [ (о *х 0,) х гро ат + 


8; 8, 


г х [ох (0, x гы) ат + Ты x [Rx (в *х ғ) ат + 
Е 


—. 


Го х [@ °х (02, Ж ғ) ат + |та х [02, х (е “ х ғ) Чт = М 


ut 


利用 式 ( 附 3 33) 和 和 式 { 附 3.41)， 上 趟 还 可 政 造 为 
可 “РЛ д, + QL x л RL + ds 0+ О x 7 0, + 


[л х [о "х (0, х гы) ат + [ты x [A x (в x ты) ]4т + ты х [Ко "х 01) x pi) ат + 


81 В ЕА 
[ты х [о * (02, хг) ат + [ты х (02, х (ех г.) т + [ты х (ох ©.) хт) т = М 
8, 8, ?, 


(14.6) 
其 中 
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了 .内 “= [а х (өх ру) т + ІГ х (tw °х pa)dm 
В, в, 
о ‘х 7-е [е х Гоо “х (“х р.) lam + fy, x [о “х (а "х рз) Јат 
в; 8, (14.7) 


4: ӧ, = [rs х (б, x rdm,i = 1,2 
в, 


0; х Л 52; = [rs х (0, х (0, х ғ) Jdm, і = 1,2 


Н АННА ОЕ BI 和 В, 相对 质心 О, 0, ВЕНЕВ 
ИВ 3.34) 和 式 ( 附 3.35) ,它们 分 别 可 表述 为 
Я = fp р. Е - рр) 4т + | “psB - pap2)gm = ее 
8, 2. (14.8) 
di = [rs гы - гыгы dm = Je， 1 = 1,2 


Нет = [у к] 是 Oxyz НАК ЯН (14.1) КЛ (14.8) 第 一 式 , 注意 到 
式 (14.5), 0048 


ли + 12 то 0 
1 = А+ р el 0 е (14.9) 
О гт + гт) 
п 和 то 分 别 是 Bl 和 В, ВЕ: 40 г, 分 解 为 
区 
ғы = 中 中 |， = 1,2 (14.10) 





У} + г - ху 一 2; 
一 ху; 22 + 22 一 с і = 1,2 
一 х2; - У а; + 好 

这 是 В, 体 和 В, 体 转 动 惯量 在 Oxyz 中 分 量 形式 ,由 于 В, . В, 在 Oxyz 中 旋转 ,一 般 说 转动 
惯量 的 分 喇 应 是 变化 的 ,然而 B 和 В, 是 绕 Оу 轴 的 旋转 体 ,转动 惯量 分 量 才 保持 为 常 值 ， 
ПИН, РЕЖ 

Ла 
А = | i 
А, 


= |+ ат = [ат 
В, В, 


|. = 1,2 (14.11) 


Л = [< + zi)dm 


8; 
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因此 , 式 (14.9) 变 成 














Л 
Ј = eye | Ј | (14.12) 
天 
Л = Л, + Љ + rim + Вто 
Ј = Л + Э, 
2014.6) 中 的 角速度 w ”在 Oxyz 中 的 分 量 见 式 (10. 18), 小 角度 情况 参考 式 (10.21)， 
cw Ф 一 «оф 
с“ = Е = ет 9 — б (14.13) 
ws ф 十 ауф 
而 角 加 速度 是 о 
шг Ф 一 ооф 
о" = е! ых = + 0 х о е es (14. 14) 
07 ф + «оф 
В, 体 和 В, 体 的 自 旋 角速度 和 它 的 加 速度 分 量 形式 是 
0 
0: = ol = 1,2, 
0 
0 
A = е? 1 = 1,2 (14.15) 
0 





利用 上 面 的 矢量 和 分 量 关系 式 和 附录 3 关于 矢量 乘积 的 分 解法 ,可 把 式 (14.6) 中 的 
积分 项 改造 为 ,例如 


[em х [四 ”x (9, х mi)]dm = - [о х гы) (гы 0" dm = 


В 1 


Хр ур 21 
e Al| гато" = еТОТ К я мы 
жа м 21 
二 式 的 积分 , 非 对 角 线 元 素 为 零 ( 旋 转 体 为 对 称 的 ) ,对 角 线 的 元 素 可 以 从 式 (14. П) #7, 
Я Л, 表达 式 求 得 
| aan = | Чат = Ул 
(14.16) 


所 以 上 述 积分 成 为 





Е ХДЕ т - 207 - 


– ЛП: 
ет 0 


ЛО 





2: (14.6) 中 另外 两 项 积分 是 
[ты x EN х (wx ғ) ]9т =- Ге г.) (гы Ddm = 


в, 8, 


1 А 
(Л. 一 Л) 01, 
ПРЫЕ = е" 0 


- (Л, = 53001) 


= Л.О; 

[а хо" хОу) х rdm = Л (®*х 0) = е7 0 

В + 
Л.О, 


于 是 
fr х [@” x (0, x гы) ]9т + [ты x [OQ х (о * гы) Јат + [ты x[(w x 0) x гы Јат = 


8 в 8 


- ЛП; 
«| 0 . о °х Ни (14.17) 
Ло, 
0 
Ни = ла, 
0 
同 理 , 还 有 
| х [ "х (42, x riz)]dm + [ты x 102) х (о "х ғ) Jdm + | ri х 10“ x 9.) хг Чт = 
я, в, 
- 2020: 
я 0 | о" x Но (14.18) 
ЛО, 


0 
Н, = | oa 


考虑 到 式 (14.17) 和 式 (14.18), 式 (14.6) 可 改造 成 为 
网 + Pn Ф, + Rx Л. Ор + ох Н.) = 
由 于 (i = 1,2) 基 不 变量 ,以 及 а, х0, = 以 请 读者 自行 推导 )， 上 式 还 可 简化 为 
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2 
+ 二 | 
Реко Јо" а Уо" х Ну = М 


#=1 


至 此 ,将 式 (14.6) 展开 成 为 分 量 形 式 的 准备 工作 完 续 - 只 要 把 了 , Ji(i = 1,2), о“, 
ii = 1,2) 的 有 关 分 量 表达 式 和 式 (14.17) . 式 (14.18) 代 人 .上 式 , 便 可 最 终 地 求 得 双 自 
旋 空 间 飞 行 器 姿态 动力 学 方程 式 在 Oxyz 中 的 分 量 形式 


Ла; - (1- оу: - (Пби+ Раш: = М, (14. 19а) 
Јо = М, (14. 19D) 
Ја? + (7 -– J ws + NA+ fer = М, (14.19¢) 
或 对 于 小 姿态 角 

ЛФ - (24 Doo + ЛО, + 21$ + 
[Cf Л) ~ СЛО + РЯ] = М, (14. 20а) 
19 = М, (14. 20Ь) 

9 + [ОЛ - Лев+ ЛО, + 50,1 + 
107 - wd САО + 505) woly = М, (14. 20) 

пу РИАЕТ Е , П НААН Е 

第 用 的 双 自 旋 空 间 飞 行 器 ,总 有 一 体 ( 例 如 в, ) 相对 空间 飞行 器 坐标 系 Oxyz 无 运动 ， 


ВР КР: = 0。o 对 于 这 种 飞行 器 ,Bi 可 用 作 消 旋 平 台 。 这 种 情况 , В, 往 往 不 是 绕 Оу 的 旋转 体 ， 
它 的 转动 惯 其 阵 将 与 式 (14. 11) 略 有 差别 ,成 为 


Л, 0 
Лу {14.21) 


9 Л, 
НХ 0) НУ КТЕ БН ДАЕ 


А 0 
Ј, | 


9 Ј, 
Л = Л. + Л + Пт + дт) 


Ју = + (14.2 


д = 





Ў = е7Је = е7 





Љ = Л. + + т + гт 
考虑 转动 惯量 的 变化 ,并 令 0D， = 0, 通 过 式 {14.6) 可 以 求 得 ,Bi 体 相对 Oxys 固定 不 动 的 
双 身 旋 飞 行 器 密 态 运动 方程 如 下 


Ло: - (р - Лазо, - 0ш = М, (14. 23а) 
万 ay - (А-П = М, (14.23Ь) 
ГАМ 一 (Ј, 一 Л), + ЛО; = М, (14. 23‹) 


当 资 态 角 为 小 时 ,线性 化 后 ,得 
Лр - [О w+ р + 1С - 104 hwolyg = М, (14.24) 


1,9 = М, (14.245) 
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小 多 十 [CJ 一 Ј, + Л) о + ле + [Сл 一 J ) 一 Плод] = М. (14. 24е) 
可 见 , 上 述 两 组 方程 中 ,信仰 运 动 仍 是 独立 于 偏 航 和 滚 转 的 ,而 后 两 者 相 互 耦合 着 。 


14.2 双 自 旋 空 间 飞 行 器 的 章 动 


我 们 从 式 (14.19) 人 手 ,分 析 此 类 空间 飞行 器 的 章 动 , 略 去 角速度 分 量 有 有 上方 的 * 
号 ,并 令 外 力 害 为 零 , 从 式 (14.19b) 求 得 
my = {1 = const 


把 这 个 关系 代入 式 (14. 19a) 和 式 (14.19c) ,得 





ar 一 oa = 0 (14.25а) 
+ „и, = 0 (14. 25Ь) 
其 中 
а, = (2 J . паа (14.26) 
从 式 (14.25a) 求 出 w,, 代 入 式 {14.25b) ;再 从 式 (14.25b) ЖЕ о, А014. 2а), 48 
ш, + адд, = 0 (14. 27а) 
0, + адо, = 0 (14. 27) 


与 13.1 节 中 式 (13.5) 比较 ,只 是 下 标 不 同 ,形式 完全 一 样 。 因 此 ,可 以 推论 , 双 自 旋 空 间 飞 
行 器 是 以 式 (14.26) 的 w, 绕 Оу 作 章 动 运动 的 按照 13.1 节 的 结论 ,飞行 器 将 出 现 一 垂直 
于 Оу 轴 的 懂 记 角速度 ww, 其 幅 值 为 
ао = Га2(0) + wi(0) 2 

与 w 和 ww 的 初始 角速度 w,(0) № о, (0) 有 关 , 且 以 ep 的 速率 绕 Dy Р) ШОРА Окух 
飞行 器 坐标 系 , 它 绕 Оу 的 角速度 是 = ОП] о, 和 ww， 可 以 合成 横向 角速度 mw ,所 以 总 的 
角速度 是 它们 的 矢量 和 

Ф = о + © (14.28) 
这 三 个 角速度 所 在 平面 (和 13.1 节 一 样 ) 被 称 为 纵向 
平面 , 见 图 14.2。. 图 中 同时 绘 出 了 飞行 器 的 动量 和 撼 。 考 
№) B 和 В, 相 对 Оху: 0 以 和 О 转动 ,整个 飞 
行 器 (Dryz 系 ) 28 Оу КН ЕЕ 0, НИ, ЗАРЕ 
йо 应 是 上 述 三 项 之 和 ; 飞行 器 的 横向 动量 矩 六 , 则 是 
由 о, 形成 的 ,总 的 角 动 量 是 

В = А, + В, (14.29) 





而 
В. = (+ ЛП; + ЛОУ, В, = де, 
(14.30) 


Й 14.2 ЖА Кар 
ШШ, #550 о Е 
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A ал 14.31 
ап ф = А Ю+ ло + РО, ( ) 


上 上 述 问题 都 已 在 13.1 节 中 详细 分 析 , 此 处 的 实质 没有 改变 , 只 在 计算 式 上 略 有 差别 。 在 
j3.1 六 中 还 给 出 了 惯性 和 本 体 章 动 角速度 的 概念 { 参 见 图 13.8) ,对 于 双 自 旋 飞 行 器 ,也 
有 相同 的 参量 ( 见 图 14.2)。 在 13.1 中 提 到 章 动 可 被 视 为 本 体 锥 对 空间 锥 的 无 滑 滚动 时 ， 
曾 证 明 过 章 动 还 可 被 看 成 是 空间 飞行 器 相 对 纵 平面 的 转动 - mp :而 纵 平面 相对 惯性 空间 
以 转动 bn, 后 者 与 严 方向 重合 。 在 那里 还 称 om, 为 本 体 章 动 角速度 ,ww, 为 惯性 章 动 角 速 
度 * 图 14.2 中 的 @ .an 和 - mw 三 角形 就 是 借用 上 述 概念 的 结果 。 在 证 实 这 一 断言 之 前 , 先 
$ - в, = “ ,如果 通过 计算 证 明 * 的 数值 恰 为 - op, 那么 图 14.2 中 对 w 的 分 解 便 是 正确 
的 。 
由 图 14.2 知 ,% = 0 - w/tan gp, 把 式 (14.31) 代 人 后 ,得 
T= (2—2 + ЛО + ja 
ГА 了 站 
#150 (14.26) 相 比 , 显 见 х = - wo 证 毕 。 
从 图 中 还 可 求 得 ow 的 大 小 , 它 是 oa = wi + (0+ op 六 ,把 式 (14.26) 代 人 再 经 化 简 ， 
得 
о, = А (14. 32) 
这 和 式 (13. 16) 也 是 一 样 的 .可 见 @ 和 am， 分 别 是 本 情况 的 本 体 和 惯性 的 章 动 角速度 。 
假如 只 考虑 Bi( 或 B,) ,我 们 还 可 以 研究 单独 一 个 
Bi( 或 В.) 体 的 章 动 ,由 于 纵 平 面 是 惟一 的 ,因此 对 于 
В: 体 和 В, 体 来 说 ,它们 的 级 平面 也 以 w, 旋转 ,而 对 
于 单独 的 B1( 或 А) 它们 的 章 动 运动 有 如 图 14.3 所 示 
的 情形 (以 В, 为 例 ) „в, 绕 Оу 轴 相 对 惯性 空间 的 角 速 
度 是 81 + 02, 绕 模 轴 的 角速度 是 w,, 其 合 速度 是 10 
这 个 合 速度 还 可 以 按 13.1 节 氢 述 的 道理 分 解 成 惯性 
和 本 体 章 动 角速度 。 上 面 已 所 到 В, 也 是 以 w, 为 惯性 
章 动 角速度 , 它 的 本 体 章 动 角速度 еә 则 应 通过 图 中 
的 速度 三 角形 求 出 ,显然 有 





图 14.3 单独 考虑 в, ИЕ 


@) 
-ap = 01+ О – — 
їапф 


将 式 (14.31) 代 人 上 式 ,考虑 到 式 (14,26) ,得 
mip = dp 一 02, (14.33) 
对 于 В, 体 , 它 的 惯性 章 动 角速度 也 是 ww ， 而 本 体 章 动 角速度 是 
ozp = cp - 03 (14. 34) 
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14.3 ” 双 目 族 空 间 飞 行 器 的 稳定 性 


我 们 从 常见 的 Bi 相对 Oxyz 空间 飞行 器 坐标 系 无 运动 的 情况 人 手 ,这 种 情况 В, 的 主 
АНЯ Оху; 三 轴 平 行 ,但 并 不 是 绕 Оу 的 旋转 体 , в, 是 绕 Оу 的 旋转 体 ,对 应 这 种 情况 的 
ПАЛ (.23), УГЛЯ Е * 号 。 试 (14.23) 的 稳 态 解 是 w，- о, = 0, 
ау = О = conste 在 稳 态 下 如 果 出 现 小 扰动 ,将 有 о, = да,а = 0 + ба’, о, = бо, П 
略 去 二 阶 小 ,从 式 (14.23) АТЗ ЈК НОФ уе 


Лёш, [Ch TN + 30,18, = 0 (14.35а) 
1.8%, = 0 {14.35Ъ) 
Lew + [Ch - 00 + РП], = 0 (14. 35е) 





(14.35) 给 出 баз, = const, 说 明生 加 在 飞行 器 自 旋 速 举 2 上 的 扰动 是 -个 常 值 ,并 不 
影响 自 旋 轴 的 指向 稳定 。 再 研究 式 (14.35a) 和 式 (14.35e) , 先 改写 其 中 的 系数 项 , 由 于 
ЛО + J20 是 自 旋 轴 方向 的 角 动 量 , 即 式 (14.30) 中 的 А, у 轴 的 等 效 转动 惯量 为 


J = = + (14. 36) 
亡 具有 和 转动 惯量 相同 的 办 次 ,表示 如 果 空 间 飞 行 器 单纯 以 0 旋转 ,其 动量 答 与 в, 相等 
时 的 转动 惯量 .直人 J 之 后 , 式 (14.35) 中 的 系数 
(ла + hh = he IN = (1 -Dn (14.37) 
А-П + 306 = А, - 9 = 4-0 (14.38) 
把 式 (14.37) 和 式 (14.38) 代入 式 (14.35a) 和 式 (14.35c) ,经 推演 ,得 








Sa + 2-2 во, =0 
55,62 т = а, = 0 
由 此 ,可 见 系统 稳定 条 件 是 8w, 和 бо, 的 系数 为 正 ,这 有 两 种 可 能 , 即 
i) > > (14. 39) 
和 < (14.40) 


这 说 明 , ЕО РЕБ НЕ У ДЕЧЕТ, 系统 是 旋转 轴 方 向 稳定 的 。 这 和 单 
自 旋 空间 飞行 器 无 阻尼 运动 一 致 ; 绕 最 大 和 最 小 惯量 轴 旋 转 部 是 稳定 的 ， 而 绕 中 间 轴 的 转 
动 却 楼 分 义 , 它 将 逐渐 过 渡 到 最 大 或 最 小 惯量 轴 。 然 而 判断 双 自 旋 空 间 & 行 器 旋转 稳定 时 ， 


使 用 的 自 施 转动 惯量 并 不 是 /,, 而 是 在 万 基 础 上 增加 了 万 安 增 景 的 ( 见 式 (14.36)) .如 


漆 再 次 使 用 惯量 比 所 和 天 (上 见 式 (12.14)) ,还 可 以 求 得 与 式 (14. 39) 和 式 (14.40) 等 价 的 稳 
定 条 件 是 
0 > 0,k + 2 





і) + 





> 0 14.4Ја) 


р. ЕЕ 





ОЕ. 
式 (14.41a) 和 式 (14.41b) РОЗН СН), УТ УМЕН, 
把 式 中 的 参 变量 改造 成 

50, љ0, (2) 120) hf (2) 

ЛО COA аа OJ Nn 
再 对 所 得 结果 乘 和 除 (J - 也 + Л), ЈАТ (14.41) 两 式 成 为 








ii ) Ё. + < 0 (14.416) 














й ОЕ) > 0 
ЕЕ) > 0 (14. 42а) 

ў) b+ (i = о 
+ В). <0 (14. 42Ь) 


这 是 判断 稳定 性 的 最 终 条 件 , 其 中 只 有 一 个 参 变 量 .0A(( 0) 了 。 

图 14.4 是 根据 式 (14. 42a) 和 式 {14.42b) 绘制 的 稳定 区 域 划 分 情况 。 当 参数 选择 得 当 
时 , 双 自 旋 空 间 飞 行 器 的 旋转 轴 , 既 可 以 是 最 大 也 可 是 最 小 惯量 轴 。 回 忆 一 下 ,第 十 三 章 关 
于 单 自 旋 空 间 飞 行 器 的 分 析 , 对 于 刚体 飞行 器 ,在 没有 能 量 损耗 时 , 绕 中 间 愤 性 轴 的 旋转 
是 不 稳定 的 。 在 中 间 惯 性 轴 处 ,运动 为 分 分 点 , 绕 中 间 惯 性 轴 的 旋转 不 是 逐 汤 过 沪 到 绕 最 
大 惯性 轴 , 就 是 绕 最 小 惯性 轴 的 转动 (参考 图 13.13 和 图 13. 14) ,而 从 图 14.4 却 可 以 看 出 ， 


不 仅 绕 最 大 或 最 小 惯性 轴 , 甚 至 绕 中 间 惯 性 轴 的 旋转 都 有 可 能 是 稳定 的 ,只 要 参 变量 选择 
合适 即 可 。 


14.4 ЕЕ ам Е 


НН ГЕЧЕН, але Е АВЕСТА ОЛА НОЕ ,将 有 新 的 变化 。 

有 能量 损 耗 时 ,系统 应 稳定 在 最 小 能 量 状态 ,在 偏离 稳定 点 处 于 其 邻 域 时 ,能 量 都 要 
变 大 .这 里 所 指 能 量 是 与 盗 态 运动 有 关 的 动能 ,应 包括 飞行 器 的 姿态 运动 .中 体 和 В, № 
的 转动 .以 及 这 两 项 运动 之 间 的 看 合 动能 。 然 而 B 和 В, 址 的 转动 能 量 是 常生 ,因此 只 要 
研究 空间 飞行 器 姿态 运动 的 能 量 , 找 到 它 的 能 量 最 小 点 , 便 可 研究 稳定 状态 ,空间 飞行 器 
的 角 动 量 却 不 随 能 量 的 耗损 而 变化 ,在 无 外 力作 用 的 情况 ， 它 一 直 是 异 定 的 矢量 。 

双 自 旋 空 间 飞 行 器 的 能 量 和 角 动 量 是 

2Т=ю-7-@ = ww (14.43) 
й = Ма, + Ла, + 1205) + Ја, = ют д + 9, 
НР ЧЕЛ 
В = АТА = (Је + 03) Је + J2 05) (14.44) 
双 目 旋 空 间 飞 行 器 的 稳定 状态 应 该 是 ,保持 所 不 变 条 件 下 能 量 最 小 的 状态 ,因此 设 
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图 14.4 ， 双 自 旋 飞行 器 稳定 域 的 划分 


立 如 下 函数 
Е = 2Т- ой? (14.45) 
其 中 的 a ВЯ, Т А 相 乘 后 有 能 量 的 因 次 ,才能 和 27 相 减 。F 达到 最 小 时 ,能量 
АЛМА, ,办 此 应 取 
а 


да 
把 式 (14.43) 和 式 (114.44) КА Ез, ЕЕ 


Dw = Је + hf (14.46) 
ў ЕНА 25,18 


1 1 1 
Ts = ооу = уау + ЛП, сы, = Је, 
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它们 正好 满足 运动 稳 态 解 条 香 о, = о, = 0,0, = 内 { 见 第 14.3 节 ), 因 此 由 第 二 式 , 得 


1 202 
-+ (14.47) 


稳 态 受到 扰动 后 ,角速度 成 为 wm + 8w, 能 量 将 出 现 一 增 量 A7 ,但 无 外 力作 用 时 角 动 
量 却 不 会 变化 。 所 以 ,根据 式 (14.43) 和 式 (14.44) 有 
2Т + 2АТ = (о + дш) (а + ды) 
В? = [а + Bo) + LOT (ow + бш) + 30] 
分 别 和 式 (14.43) 20014.44) 98,18 
2АТ = до" да + 207 да» (14.48) 
бат 28 + 20 Ја + J fa) TJSw = 0 (14.49) 
24(14. 46) 20014.48) 和 式 (14.49) 是 研究 自 旋 稳 定 的 基本 方程 式 。 
把 式 (14.46) 代 人 式 (14.49) ,还 有 





dw Раю + Sw jw = 0 (14. 50) 
从 式 (14.50) 和 式 (14.48) 中 消去 т ро ,还 可 求 得 
ЗАТ = Затуси - Daw (14.51) 


把 до = ао, безу ёо, |" 代入 上 式 , 有 

2 Ат = С - М, С) ау + ЛС аш 
Е ета 709 ЯА 
式 ,其 左 侧 将 恒 为 正 ,因此 右 侧 也 是 正 的 , 即 


1,1 1,1 1,1 
р (dw) + С? Fi Ла, > 0 


(14.52) 
式 中 三 个 自 变量 并 非 完全 独立 ,为 找到 它们 之 间 的 联系 , 取 式 (14. 50)。 考 虑 到 8. 为 小 量 ， 
可 以 略 去 其 中 的 二 阶 小 ,该 式 的 分 量 形 式 是 


т. одо, + Дубы, + Јода) = 0 
前 已 经 说明 , 对 于 平衡 态 有 w。 = о, = Ош, = 上 Q, 所 以 由 上 式 可 导 得 Ва, 0, 因而 
式 (14. 人 2) 成 为 
СЬ) + А ран > 0 (14.53) 


上 式 说 明 , 当 + > 0 时 ,由 上 式 可 得 如 下 的 两 个 稳定 条 件 ; 


До ль 
Гед 


把 式 (14.47) КА Еб, ЯЗ (14. 424) 和 式 (14.42b) 中 相同 的 变换 后 ,得 如 下 以 
总 ЯК, СА ( 12. 14) } 表示 的 条 件 
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ра 1 kl 
ьа) > 0 (14.50) 
172 
+ 8) > 0 (14. 55) 


而 上 < 0 时 , 式 (14.53) 将 自然 满足 。 上 述 稳定 条 件 表示 的 稳定 区 域 划分 如 图 14. 5 所 示 。 


对 于 Bi 为 轴 对 称 的 双 自 旋 飞 行 器 ,由 式 (14.53) 可 以 求 得 稳定 条 件 是 
ъол, < 0 


ЯКЕ ЕН, А А ДЕ, ООНА ЕВА ЯЕ ЕР, 


љО 0 
к> В+! + TD < 9 {14. 56) 








—1.0 

























4242 
А р "05 
(Ы) (0) 
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它 表 示 的 稳定 域 划 分 如 图 14.6 所 示 ,其 中 的 А, 见 式 (13.42)。 显 网 ,无 论 对 于 最 大 、 最 小 ， 
力 至 中 间 惯 量 轴 ,都 有 稳定 的 可 能 ,关键 是 要 配 好 转手 相对 消 旋 平台 的 旋转 速率 。 





А 
[зэка ГЛ] 
图 14.6 х РЕ рат аА ЫАЬ 


14.5 重力 梯度 力 拭 对 双 自 旋 空 间 飞 行 器 的 影响 


我 们 研究 在 圆 轨道 上 运行 的 双 自 旋 飞 行 器 , 令 自 旋 轴 为 Oy, 它 在 姿态 角 为 零 时 与 较 
道 坐 标 系 同名 负重 合 。 当 资 态 角 为 小 角度 时 ,重力 梯度 力矩 见 式 (12.9) , 即 
М, = 30 (3, - Ф 
М, = 02 - Ј,)9 











= 0 
因此 ,由 式 (14. 24) 可 以 求 得 赛 态 лахв 
ф - (1-& + 25 2) ооф + (44, ~ 2 = 0 (14. 57а) 
9 + За 上 = 09 = 0 «14. 576) 
у + (1 -+ 2) wy + (А, 一 720) 2296 = 0 (14. 57с) 





р, 
Е С Зу А0, ое sb) 可 求 信介 稳定 的 条 件 是 上 > ло ЯМ 12.2% 
相同 的 方法 可 以 证 明 ,这 个 条 件 就 是 
Е > Ё, (14. 58) 
这 里 的 所 ЯПА, 见 式 (12.14)。 
对 于 说 转 和 偏 航 两 方向 的 运动 方程 ,可 用 拉 氏 变换 ,改写 成 
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720 2 20 
2 _ = 
$ 十 (4, 一 Јо) 0 (1 К, + Јано) “9% 9(5)] [9 
р0 Ln (8) 7 
п И) 
зе 0232 + пр = 0 (14.59) 
其 中 
{2 
а а 22020 рос 02 (роь. ба 
Јод Јоу Ју J (14.60) 
едр _ 522 7202. д | 
ад = СТА 一 Те А, 一 ГР ) td 
如 果 改 写 上 式 中 的 有 关 项 如 下 
љ0, 42 由 (上 一 1 + л) 205 
= = = п ;Е та 
Је Powo Ј.С 0+ Д) о“? 
12. ЛО; J 一 六 + 7.) _ (14.61) 


Лоо Лю Р-Р Ч"! 
1 Ад, РАЙ 
а= тр тр 
把 式 (14.61) 的 三 式 代 人 式 (14.60) ,应 用 稳定 条 件 a， > 0, ао > 0 和 а} - 4ao > 0, 便 可 求 
得 稳定 时 应 有 








р РП 六 有 
а = 1+ ЗЕ, + ЕА, (ka + Ба) ГР + ата ( ги) > 0 (14.62) 
0 
аб Ah) > 0 (14.63) 
5500 Јо 
аз - 4а > 0 (14.64) 


综 上 所 述 ,全 部 稳定 条 件 是 式 (14. 58) 和 式 (14.62) - 式 (14.64) ,在 А 和 天 图 中 的 稳定 区 
域 划 分 如 图 14.7 所 示 。 


14.6 双 自 旋 空间 飞 生 器 的 章 动 阻尼 


种 单 自 旋 空间 飞行 器 -一样 , 章 动 运动 应 被 阻尼 掩 ， 而 主动 阻尼 器 属于 姿态 控制 的 内 
和 容 , 本 节 只 讨论 被 动 阻尼 。 

姿态 运动 方程 式 的 导出 

图 14.8 是 带 有 阻尼 器 的 双 自 旋 空 间 飞行 器 ,和 图 14.1 一 样 , 8, 和 如 ЗБЕ О, Я 
人 2, 相对 空间 飞行 器 坐标 系 Oxyz 转动 的 消 旋 平 台 和 转子 。0、0, 和 О, 是 整个 飞行 器 В, 和 
В, 的 质心 。 在 8, 利 В 上 分 别 做 冉 联 坐标 系 ©О1хыуыгы 和 Daoxiayias2s 它 们 在 上 = 0 时 刻 
与 Cryz 同名 轴 重 合 ,在 t ое Оху Ж] Оҳъз 与 Ох СН, ИО Е.Е Bi1( 和 和 
Въ) 的 Ох (和 Оху) 轴 上 装 有 阻尼 器 ,阻尼 器 由 弹 筑 和 阻尼 阐 作 用 下 的 活塞 及 活塞 简 组 
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图 14.7 双 台 旋 空 间 习 行 器 在 圆 轨道 受 重 力 梯 户 力矩 影响 时 稳定 域 的 划分 
成 ， 活塞 的 质量 为 ma( 和 т) „Я ду 轴 送 动 ,活塞 的 静 平 衡 点 在 Охъ (Ж Охь) 办 上 ,运动 
时 与 平衡 点 的 距离 为 全 (和 坊 ) ,平衡 点 到 质心 О 0.) 的 距离 是 站 ( 和 1.) А Oxyz 到 
Отхы уызы 的 坐标 变换 矩阵 见 式 (10.27) ,对 图 14.8 的 情况 为 


cos Dt 0 -sn Пи 
бы 0 1 0 


sin {lt 0 сов 0 


с05 (222 0 яв 21 
Сы. = 0 1 0 (14. 66) 


sin 02: 0 со Па 


(14.65) 





闻 理 ,对 于 BB 有 


利用 式 {(I3. 54) 和 13.6 节 的 分 析 , 如 设 Bl 为 轴 对 称 体 则 及 其 上 阴 尼 器 对 0 点 的 
转动 惯量 ,在 Оху: РЕЛЕ 
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14.8 双 自 旋 空 间 飞 行 器 的 章 动 阻尼 








J ~ nmacos Ot 0 
Л =|- Ийтаьсо8 О Л linmmasin 012 (14.67) 
0 1 Я: таят 032 Јл 
对 于 轴 对 称 的 В. 和 其 上 的 阻尼 器 ,对 0, 点 的 转动 惯量 在 Oxyz 中 分 解 的 结果 是 
je – mmacos 251 0 
Б = | – bmnmacos (lt 万 mmasin О (14.68) 
0 mmasin Nt Јә 








假如 О 点 到 0 和 0, 的 矢量 分 别 为 m 和 7, 利用 所 和 下 可 以 推 得 整个 飞行 器 相对 总 质 
心 О 的 转动 惯量 在 Oxyz 中 的 分 重 是 


Ј= Л + + СТАЕ - пн) тд + Е - rr ) тр = 





Ј, — сі) — cot 了) 0 
= cm) ~ cl n) J $141) + он (14. 69) 
0 9103) + 32(1) 2, 
其 中 
Л= А+ Јо пт + Вт, = А+ (14.70) 


ci я) = ут Ticos 02, (3) = lma сов 021 

з107) = imamsin ОЕ, 96) = Lima msin 02: (14.71) 

在 Bl 和 В, БЮЛ ат, 218) О, 和 0; 点 的 矢 径 分 别 是 гь 和 mso 如 果 设 0 点 
ВЕСЕ) 是 v0, 并 令 

A tp га п (14.72) 


Дв, 体 和 В, 体 上 质量 微 元 的 速度 和 加 速度 是 


* 
У = т + йі = тъ о х фр 021 хг 
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ат = вех руж ох (0* хр) + у хгы + 0х (RI x гы) + 
ох CH Xr + х (ох гы) + (ох В) хры (14.73) 
у = po + p2 = = ур + @ x p+ Вх г 
аз = Р бх ро + ох (ю* х р) + 2. хги + Оз х (0 хг) + 
юх (Я x rp) + О х (ох гр) + (ох 9} хро (14.74) 
上 两 式 中 ,wm ”是 空间 飞行 器 坐标 系 Oxyz 相对 惯性 空间 角速度 , 它 是 Oxyz 对 软 道 坐 标 系 
ОХ,Ү,2, 的 姿态 角速度 ww 1 ОХ,Ү,7, РВЕ А ВЕ wo 之 和 
о’ = бо (14.75) 
如 果 把 嚼 尼 器 活塞 视 为 质点 ,并 设 


НЕМА, = 1 + 


(14.76) 
Ва = 1+, Вр = + р 
期 mg 的 速度 和 加 速度 是 
ba = po + д = ур + 0 Ув + 00 хра + И 


ад = +В = йа + = +" хв + о? (о" х #1) +, хрл +, х (О, хрл) + 


N+ Ox (Я, хри) + Ох (ох ра) + 200" О) хат (ох 0) хра 
(14.77) 
还 可 以 从 上 式 求 得 


ра = 四 "xx 证 加 二 《的 * x ра) + у х pa + Вх (О: хра) + 


+ "х (Hx рд) + Rix (ю* х ра) + 200+ О) хп + (ех 021) хра 
| (14.78) 
同 理 ,对 于 mw 活塞 有 


Пр = +" x 81+ WX (OX 62) + Hy хро + 0 х (fy х рь) + 


т + өх (0: хро) + 2, х (Ox рь) + 200° П) хт + (ох Я.) х р, 


р {14.79) 
Ра = Ox рр + mx (ох р} + хро + О, х (О, х а) + 


Pa + wx (0, х ра) + 05 х (о ‘х рд) + 00" 0.) x Hy (өч 0,) х ро 
(14.80) 
双 自 旋 空 间 飞 行 器 的 资 态 运动 方程 式 ,由 相对 0 点 的 力 第 平衡 条 件 获得 


|p, х gidm + | х азат + Ет X @нтл + Е) х Прото = М (14.81) 
8 


8 Я 
考虑 到 0.090, 是 飞行 器 В, 和 8, 的 质心 ,因此 有 
Галат + [раат + вита + gama = 0 
в, 8, (14. 82) 
[лат + Рл т = 0, Гањ + Рәт = 0 


Е 8) 
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需 说 明 的 是 ,由 于 活 骞 的 运动 (#4 和 зр, 雍 时 间 的 变化 ) 使 得 质心 0;、0; ОН, 
不 过 变 营 很 小 ,分 析 中 把 它们 的 变动 略 去 。 
把 式 (14.73)、 式 (14.74) 2014.77) 和 式 (14.79) 代 人 式 (44.81] ,并 考虑 到 式 (14. 82) 
各 式 , 经 推演 得 矢量 姿态 运动 方程 式 | 
оо" Јо + Л. Mt x dD Rt + ху 0 + 


Ты x [wx (Rx гы} т + ра х [о "х (Оу х рд) тд + 


|] 
= 


гы х [RL x (өх гы) ат + pa x Оу х (ох ри) ти + 


= 


гы х [ох (0, х гь) ат + рр х [ox (0, х Ро) т + 


к 


ra х [Sx (о “х гы) ldm + ра х [fy х ("х ро) то + 


人 


гух [Со “х 0,) х гы! Чт + ра х Кох 0) x ра ]та + 


一 一 


ғы х ох 05) x roldm + рох Кох Ф) x ра] то + 


Ех [人 +2487 + 01) х ТЕ + В х [3 +2( + 0) х 12] та = М 
(14.83) 
上 式 中 
-m= jo x (®“х pijdm + [2 х (@ *х Padm + 
В 


8 


1 2 


Вх (о * х #1) тад + 2х (а * х 22) тр 


юх ео" = [р х [ох (о "х ру) ]4т + |p2 x [wx {wx p2)]dm + 
8 


#, 


вх Ге" х (wx в) ти + в х Гох (ш"х ро) тр 


di $, = 加 х (0, х гы зат + ра х (б, х Ва) т, = 1,2 


Оху @, = [мы x [9; х (0; х гы) Jdm + рах (0; х (0; х ра) т, і = 1,2 

(14. 84) 

了 是 整个 飞行 器 相对 质心 0 的 转动 惯量 并 矢 ,在 Оху 中 的 分 量 形式 是 式 (14.69) ,由 是 

Bi(i = 1,2) 体 相 对 各 自 质心 0; 的 转动 惯量 并 矢 , 式 (14. 67) 和 式 (14.68) 是 它们 在 Oxyz 
中 的 分 量 表达 式 。 

式 (14.83) 中 待 求 的 变量 是 赛 态 角速度 几 * 和 活塞 位 移 了 及 ?2 ,还 需要 两 个 方 积 式 ， 

才能 使 问题 封闭 有 解 ,这 就 是 活塞 运动 方程 。 参 考 13.6 节 和 式 (13.60) 的 推导 过 程 ,这 两 
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方程 可 号 为 
тира + [в + Кт: = Е.т = 1,2 (14. 85) 
为 将 式 (14. 83) 和 式 (14.85) 变换 成 便于 应 用 的 分 量 形式 ,应 依照 附录 3 前 规则 逐 项 


进行 分 量化 .下 面具 取 较 繁 开 的 | ro x [@ *x (9 х гы) ]dm 项 作为 例子 。 先 用 矢量 分 析 


ты х Lar х (2 х ғ) т = 一 го; х [лы radm . о") (14,86) 
Г 在 人 rt урды 中 的 分 量 形 式 是 гы = е7, 71 а! т, НЕ el 是 уху уығы 的 基 
к. ВЖ Бтр: 
1 #171 #121 


ет [ате _ "| те) 
В 


Ху У 7121 








В 
1 1 2 
ХІ) УІ 21 


考虑 到 В, ЖЕ Оу НЛО Е, ЖЕНЕ СЕНА А, 其 值 为 
零 。 另 外 ,Bi 的 主轴 转动 惯量 是 = [on + 好)dm = [< + #1)4т, = КЕ: + 21) ат, 


由 此 求 得 | ат = | ат = л [Ма = л- Ло НЕК 


ЕЛ ду 


Л/2 0 
е9 | ате = ебут = Л/2 el 
8 0 71172 


把 它 变换 到 Оху 中 ,得 


Л/2 0 лг 0 
Ј. - 1/2 Сы = є" Ј- Л | 


0 4/2 0 1/2 
考虑 到 角速度 在 Oxys 中 的 分 量 是 Ql = erf0 0, Оо" = ги“ oy oz Т, Е 


是 式 (14.86) 成 为 
~ ЛО; 
Ј, 一 1/2 0 


0 11/2 Аи: 
利用 类 似 的 方法 , 求 出 式 (14.83) 的 各 积分 项 的 分 量 形式 ,再 把 其 余 项 以 分 量 式 乘 开 ,并 咯 
ЖОЙИ БА (о ‚а; э 772, Ы] 和 тр 为 一 阶 小 量 ) 0, = 2, = 0 时 求 得 变态 方 
程式 的 分 量 式 为 
Ла ~- (J J)wrws + (Я) + 5207) ey 4 sO + 52(1)02 一 
СЛ 一 Ja1 十 (J 一 4202]: + 对 fs 人 有 + 52( ет + 
пл 7) зіп ПЕ + пир 9 віп (51 = М, (14. 87а) 





Л/2 0 


ә" = «т 


ыы х [о " х 0, х гы) |9 т = етот 


В; 
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ЈОЈ = М, (14. 87) 
Лог + (7 З) ага + Ге (р) + С? + с (9) 02 + crn) 08 + 
[Сл 一 МГ + (Л - 12): + 2[ (т) + с2( 7) 12 wy + 
та і 9 1605 О + таз 1, = 2008 3 = М, (14. 87е) 
这 是 一 组 描述 一 般 双 自 旋 空间 飞行 右 姿 态 运 动 的 方程 式 ,然而 常用 的 双 自 旋 空 间 飞 行 器 
是 消 旋 平台 相对 轨道 坐标 系 转速 为 零 的 , 即 О, = 9。 对 于 这 类 飞行 器 ,又 分 为 阻尼 器 装 在 
НЕ В, 土 和 装 在 转子 В, 上 的 两 种 ,前 者 有 п, = 0, 而 后 者 有 ар. = 0 的 条 件 。 
因此 , 消 旋 平台 В, 对 转 道 坐标 系 无 转动 ,阻尼 器 装 在 В, 上 时 , 式 {14.87) 变 成 
Ли [了 Tw + (hh 42) 05 ]щ = М, {14.88а) 
оу = М, (14.88) 
Лог +С os + {ho + тд ( + 92) = М, (14.880) 
而 阻尼 器 装 在 В) 上 , Bi 对 轨道 系 不 转 的 空间 飞行 器 , 式 (14.87) 成 为 
Лаз ~- (3 - му + Ch To + sat wr + 03) + 25207), + 


та 9 2sin О = М, (14. 894) 
№ = м, (14. 89b) 
Ља + 10 - Tw + Ср ~ Јо) ]ә + с2(7) (шу? + 03) + 250) Паш, + 

ma 17 2608 021 = М, {14. 89с) 


为 了 给 出 上 述 方程 以 欧 拉 角 描 述 的 形式 ,应 利用 式 (14. 13) „36 (14. 14) 和 式 (14. 15) 
第 一 式 。 于 是 ,对 于 В, 相对 轨道 系 无 转动 ,阻尼 器 装 在 В.Е ТА Фф, 和 由 为 一 
阶 小 量 ,而 略 去 二 阶 以 上 小 量 ,由 式 (14. 88) 可 求 得 

Ле + [(- 2) - (А - 12) 1] 9 + (03 - д) - (Л ~ Л)? lp = М, 


(14. 90а) 

18 = м, (14.90Ь) 
ЛФ -ЦУ- 2) - (№ - 72) 6 + ЦЛ- л) - (Л - Ло) ао) + 

ти + оёт) = М, (14. 50е) 


对 于 В, 对 轨道 系 无 转动 ,但 阻尼 器 装 在 转子 В, 上 的 情况 ,由 式 (14.89) 可 求 得 
д + [С - 2) СЉ - TMG Пе (OP - Л} 2 ф + 


пир 12| 2 + (ор ~ 02) ]sin Dt = М, {14.91а) 
Ј9 = М, (14.91b) 
Ј.ф 一 {у ыы 2.7. wo 一 (р 一 120] + [С 一 Л) 一 {J 一 Ла) 13р + 

м2 [12 + 《oo ~ 0)? р сов ПЕ = М, (14.91c) 


上 述 浅 变态 动力 学 方程 式 中 ,各 包含 了 四 个 变量 :三 个 姿态 运动 量 ws о.о, 或 gp、9、 

多 ;一 个 活塞 运动 位 移 太 或 Po 然而 方程 式 数 目 只 有 三 个 ,为 了 封闭 有 解 ,还 得 再 推导 一 
个 独立 的 方程 式 , 这 就 是 活塞 运动 表达 式 。 根 据 13， 6 节 和 式 (13.60) ,这 个 运动 方程 可 写 为 
тара + Сат + Вит; = Р.Е = 1,2 (14.92) 





. 224. . 空间 飞行 器 动力 学 





其 中 ,Cu к, НЫЕ ВС: = 1,2) Ж ЕЕЕ С ЗЕ ЕНВЕР, 是 活塞 简 
作用 到 活塞 上 的 力 ,其 方向 垂直 于 Oy 轴 。 用 式 (14.78) 和 式 (14.80) 消去 上 式 中 的 pa, 把 
矢量 改 成 分 量 形 式 , 略 去 二 阶 以 上 小 量 后 , 写 出 沿 和 贡 运动 方 间 (Oy 方向 ) 分 和 量 运 动 方程 
„ХРЕНЬ В, А В, 对 轨道 系 光 转动 的 情况 ,有 

тд + тан (шо, } + ma 1 + Ca nl + Аит = 0 (14.93) 
以 隐 拉 角 表 示 时 ,是 

та ($ + а) + ma 了 + Саў + кат = 0 (14.94) 

对 于 第 二 种 情况 ,阻尼 器 在 转子 В, 上 安装 时 ,分 别 有 

ma 总 [wy сов 051 + о віп {56 - (оѓ зін Mot - 


, .. . (14.95) 
wx со (051) (у + 200) 1 + по + Сот + Ерт = 0 


т 11 р зіп (lt + Ф сов Oot + 2( сов Е ~ Wsin 51) 0) + 
(5 一 20.) ( psin Df + Heos Пг) 1 十 22 + Ср + Кат = 0 (14.96) 
稳定 性 分 析 
以 式 (14.83)、 式 (14.87) ~ 式 (14.91) 显 见 ,以 信 运动 是 独立 于 另外 两 通道 的 ,县 可 求 
得 在 不 受 和 外力 时 
у = 0 或 8 = const (14.97) 
МЖ, РОД ЯН НИС ЖЖЕНИЕ, ГЛ ЖАН Ла ВВ НОЕ зн ан Е ежа 
合 着 的 。 
对 于 В, 消 旋 平台 相对 轨道 坐标 系 无 转动 ,阻尼 器 装 在 в, 上 的 情况 ,对 式 (14.90) 和 
式 (14.94) 取 拉 式 变换 ,再 引进 下 述 参数 表达 式 








有 = р _ 0 
Л Ј, с 
(14.98) 
25 _ Ка Е = Си 
7 мд 2 ты} 04 
之 后 ,可 求 得 
57+ (А, 一 2) 8 (А, 一 kad) ~ 1) wos 0 (х) 
ф 
- (4, 一 Е 一 1) wos 52 + (А, 一 20) од палеа + 0) ФС) | = 
(5) 
0 + 22) 52 + 201585 + 05, а 
由 此 ,得 到 特征 方程 式 
авз + ауз? + ааз“ + азғ? + аз + Gls+ во = 0 (14.99) 
再 设 
о ый ~ од 
Їл Л 一 Ј, ‚ № = wp (14. 100) 


特征 方程 式 中 的 系数 有 如 下 表达 式 
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ав = 1- Їл 
аз = Зее 
са = wb[ ew + (к, 一 0)? +1- Та 一 22 + 2)] 
яз = ей, 一 Kot 十 Гей 
a2 = «4 (А, - 0) (ws + вой - 1.020, - 24,05 + 1)) 
好 1 = wd К, 一 оби 
ад = «С — 0) — (А, – КО | (14.101) 
用 附录 ?十 尔 维 欧 稳定 性 判断 准则 ,系统 如 稳定 ,应 有 有 
15, 135; а1, 10, Аз, А5 > 0 
由 式 (14. 10H) 易 知 ,as > 0,a > О а >0 是 显然 的 。 
ШФ В -Ь-Е, 0, Е ao >0 的 要 求 应 有 В ЖВ - jn/w3 同 号 , 即 应 满足 
B>0 和 В» 2а 
wa 
或 = 
В<0 和 В< ід 
о 
剔除 这 四 个 条 件 中 的 元 余 式 ,稳定 条 件 是 :8 > 0л В < 0. 如 把 四 表达 式 代 回 后 , 稳 
定 条 件 可 被 写 为 
д, < (&- ау ка, > р (14.102) 
ш { 
Аз > 0 的 要 求 ,通过 将 式 (14. 101) 中 的 ав, оз," 等 系数 代 和 人 附录 7 中 有 关 式 ,经 化 简 
得 
Аз = аз ВЕ В)(1- В?) 
满足 4; > 0 的 条 件 , 有 如 下 的 组 :B > ОВО B 表达 式 代 回 后 ,可 写 
为 














{42 < 让 或 0,> е | (14. 103) 
把 式 (14.102) 和 式 {14. 103) 给 在 2, 5, 
Е, - 0 图 上 ,有 她 图 14.9 所 示 的 稳定 在 -41 
区 域 划分 。 ~ 
还 有 最 后 一 项 要 求 需要 分 析 , 这， ， ， 





就 是 45 > 0, 然而 把 式 (14. 101) 的 系 
数 代 入 45 表达 式 中 ,到 得 4 = 0。 这 人 
表明 通过 д, 不 能 判断 系统 稳定 性 ,得 ЮР 
再 找 其 他 途径 。 利 用 附录 9 定理 9.9 分 вена 2 7 人 

析 的 结果 是 :只 要 中 0 和 五 | 系统 

就 是 新近 稳定 的 ,有 内 趣 的 读者 ， 1:2 Е 14.5 ХАЛЕУ и ТЕБ 
照 式 (13.77) ~ 式 (13. 81) 的 过 程 自 行 (Елнар Е) 

证 明 。 这 里 所 得 的 结论 ,并 未 出 现 比 式 (14. 102) 和 式 (14. 103) 更 多 的 条 件 ,因此 ,只 要 符合 


Й 
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式 (14. 102) 和 式 (14. 103) 的 要 求 ,空间 飞行 器 就 是 稳定 的 。 
对 于 阻尼 器 装 在 转子 上 的 情况 ,应 从 式 (14.91) 和 式 (14.%6) 出 发 ,分 析 飞 行 器 的 稳定 
恬 .然而 ,它们 困 包 含 了 目 变 基 革 的 正 余 弱 函数 ,使得 分 析 工 作 十 分 复杂 。 因 尼 , 仍 采用 
式 (13.62), 把 右 俩 为 零 的 式 (14.91) 和 式 (14.96) 变换 成 
91+ [= ka- DA wo + ГЕ – (66 ~ DA - бр = 0 《14.104a) 
rz = 0 (14. 104Ь) 
+ [Е -Т- (Бо - 20061 + [& – (6 DAO] - 0) ад + 





РА ча А - 
+ (1 - 0.7] = 0 (14. 104е) 
t 
Боз + bll - Рада + 7) + 20а + Ер = 0 (14.1049) 


对 上 述 (a)、(6)、(qd) ЖЕНКА КНЕУ НИР 


5 2 
ав56 + 455 + адз + tas + азз? + ау + dp=0 


其 中 ,各 系数 是 
а = 二 一 Їз 
gs = 200045 
аа = wild + (1 A) (1-0, [А (2 10) + 21601 4,))} 
аз = 200046101 - А) -24(1 - 0,)] 
аз = 41101 АЯ — 24(1 - 25) \а% + А2(1 - 0. – 21401 - 0. — 2 - 02,)%} 
аз = ад АЕ - 8,0 
ao = 48 А (1 - Oa) A + 01-053) (14.105) 


а трй 
ГРА = 





, БА = (Ё – 200, – Е, (14. 106) 


此 类 空间 飞行 器 的 稳定 性 分 析 , 可 借助 附录 6 - 9 所 列 的 任何 一 种 方法 进行 ,只 是 比较 
繁 正 ,读者 可 试 着 自己 完成 。 
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第 十 五 章 三 轴 和 稳定 空间 飞行 器 


前 面 两 章 研 究 了 靠 绕 某 轴 的 旋转 获得 方向 稳定 性 ,使 空间 飞行 器 保持 空间 定向 的 功 
能 。 本 章 所 要 分 析 的 空间 飞行 器 相对 中 心 星 体 的 定向 , 需 昔 控制 系统 完成 。 此 类 飞行 器 
其 体 固 联 坐 标 系 (Orxsysxs ) 和 空间 飞行 器 坐标 系 Oxyz 合 二 为 一 , 绕 它 们 坐标 轴 的 姿态 定 
内 分 别 接 规 定 的 规律 进行 ,又 称 为 三 轴 稳定 空间 飞行 器 。 

三 负 稳 定 空间 飞行 器 的 控制 执行 机 构 ,主要 是 反作用 推力 器 和 动量 轮 , 它 们 的 不 同 配 
合 可 以 构成 不 局 的 分 类 ,有 全 反作用 推力 器 、 全 动量 轮 和 动量 轮 与 反作用 推力 器 联合 控制 
的 三 种 三 轴 稳 定 空间 飞行 器 ,但 最 常 应 用 的 还 是 后 面 两 种 。 


13.1 多 动量 轮空 间 飞 行 器 姿态 动力 学 方程 式 


动量 轮 是 一 个 在 电机 上 驱动 下 高 速 运动 的 转子 ,其 定子 被 安装 在 空间 飞行 器 壳 体 上 ,在 
个 产生 控制 力矩 时 ,转子 可 以 是 不 转动 的 ( 零 动 量 轮 ) ,也 可 以 是 以 某 一 恒定 转速 旋转 的 
( 搞 全 动量 轮 )。 当 驱动 电机 以 一 定 力矩 让 转子 加 速 (或 减速 ) 时 , 作用 在 定子 上 的 反作用 
Е ,通过 安装 部 位 的 结构 让 空间 飞行 器 向 转子 加 速度 相反 方向 运动 ,因此 动量 轮 的 控制 
作用 是 以 转子 的 加 速 (或 减速 ) 旋转 表现 出 来 的 。 由 于 这 种 工作 原理 ,动量 轮 又 称 为 反 作 
用 飞轮 或 飞轮 * 还 有 一 种 动 草 轮 , 它 的 控制 力矩 不 靠 使 转子 加 速 或 减速 得 到 ,而 是 令 转 子 
转速 不 变 , 道 过 改变 自 旋 轴 的 方向 形成 陀螺 力 答 , 让 陀螺 力矩 控制 空间 飞行 器 的 姿态 .后 
面 这 种 动量 轮 又 被 称 为 陀螺 力矩 器 或 控制 万 抢 陀 螺 , 图 15.1 是 这 两 类 动量 轮 的 工作 原理 
示意 ,(a) 是 反作用 飞轮 ,(b) 是 陀螺 力矩 器 。(b) 中 转子 被 安装 在 框架 上 ,以 9 ЭЕ х. 轴 旋 
转 , 角 动 量 为 万 = 了 ОЕ у 轴 以 十 = 0, 转动 , 则 控制 力矩 沿 负 。 方 向 ,是 М, = 
орх Н, 

爹 肥 作用 推力 器 控制 的 三 轴 稳 定 空间 飞行 器 姿态 动力 学 方程 武 , 可 以 直接 采用 
34011.18) ВА (11. 19), Я М,, М, ЯМ, 用 反作用 推力 系统 的 力矩 表示 即 可 。 

加 同和 办 控制 的 三 籼 稳 定 空间 飞行 名 姿态 控制 动力 学 方程 式 , 因 动 量 轮 的 动力 学 过 程 





五 = 下 


15 





В 15.1 БЕА КЕЯ 
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Ш , 顷 重 新 推导 。 

图 15.2 是 推导 它们 所 用 的 原理 图 ， 
图 中 绘制 的 是 陀螺 力矩 器 ,如 果 令 框架 旋 
转角 速度 О, = 0, 刚 得 携带 反作用 动量 
轮空 间 飞 行 器 的 动力 学 方程 式 。 图 中 人 是 
包括 全 部 动量 轮 的 空间 飞行 器 质心 ,其 上 
ЗЕЕ Р КПФ И, (р = 1,2,'-р), 0, 
是 动量 轮 0, 的 质心 。 在 0 和 0, 点 取 空 间 
飞行 恬 坐 标 系 和 动量 轮 框架 坐标 系 , 基 矢 
е = [i ј ЕТП, = [ж wo 
wo ,它们 都 与 主 惯 轴 重 合 ,e 的 单位 矢 
组 之 一 (图 中 为 ни) 与 转子 对 框架 的 和 图 15.2 НИЕ 
速度 О, 重合 , 另 一 单位 矢量 (图 中 为 
Wo2) НЕЗ е 相对 空间 飞行 器 上 的 角速度 @2。 重合 。 令 oo 和 四 仍 和 前 面 各 间 一 样 ,是 轨 
道 坐标 系 ОХ,Ү,7, 相对 惯性 空间 和 空间 飞行 器 举 标 系 e 相对 轨道 坐标 系 的 角速度 。 再 令 





60“ = 00+ 0 {15.1} 
= О, + о, (15.2) 
ор = 四 ”+ w, (15.3) 


在 空间 飞行 器 上 和 动量 轮 上 各 取 一 微 元 质量 ат, 它们 距 0 和 0, ХЕ гь 和 
rwp(p = 1,2,…, 了 ) ,它们 速度 和 加 速度 分 别 是 


=’ xr, (15.4) 
ав = оо“ хт во" х (охл) (15.5) 

和 
Ур = тоъ 0" ХР + у wx Рр. р = 1,2,%,P (15.6) 


ар = а, +” хе” х (о ` х) +0, хг + е х (mp x rp) (15.7) 
上 述 请 式 中 ,vo 和 qo 是 质心 0 点 的 绝对 (轨道 ) 速度 和 加 速度 。 从 式 (15. 3) 还 全 求 得 
о; = @ " + @,, 代 人 上 和 式 后 ， 有 


бр = 00+0 х (г) ко? хо" х (ти) + бхр 


и» + 
Op х (tp X Tp) ко“ х (в, x rp) + ахбо” Х Гр) (15.8) 
由 于 0 和 0, 是 空间 飞行 器 和 动量 轮 多 的 质心 ,因此 还 有 
р 
[лат + >| (гы + 5) дт = 0 (15.9) 
В р=1° №, 
| вт = Ор = 1,2,---, Р (15.10) 


具有 P 个 动量 轮 的 三 轴 稳 定 空间 飞 行 器 姿态 动力 学 方程 式 , 可 通过 对 0 点 的 力矩 平 
衡 条 件 得 到 , 即 
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Рр 
js х арбіт + У| 《re + ғ.) хайт = М (15.11) 
р=1° 8 


д, МЕНЕ А КАЕ ЕН (15.5) 和 式 (15.8) 代 人 上 式 , 并 考 
АВА (15.9) 和 式 (15. 10) ,得 


В 
[| х (о *х г) 4т + >| {rp + л) х Сох (ғ + г) Јат + 
р=1 Ы" 
Р 
nxleo'x (шт х в) )ат + >| (rp 4 Рр) хох ох (р, + Р) ] } Чт + 
=1 ЫА 
ь | р 
{| rm x (е, x поза + | по x Го x (оу x ты) т 
p=1 РА га 


| nm x Гох (в, x rp)jdm + [ты х [2х (“х ra) ldm| = М (15.12) 


ЕЗЙ в, ВЕН 15.2) В, = О, +0, И ЛЕМ НЫЕ ,我们 
最 关心 的 并 不 是 ©, На, 的 绝对 时 间 导 数 , 而 是 它们 相对 空间 飞行 器 的 相对 导数 向 ,, 因 
此 有 
© = 0+0, Ox vO, +0, хо, (15.13) 
把 式 (15.13) 代入 式 (15.12) 后 ,考虑 到 式 ( 附 3.36) 和 式 ( 附 3.41) ,姿态 动力 学 方程 式 可 
以 改写 为 
Foto x m+ 2.1, (2. + 0) + х Л) + 


У х [бо *х ва, } x г Јат +| rp x (CM, x 0.) x Гир Чт + 


р=1 
| х [(w ”x (а, х rs) ldm | х (м, х (өх re) ]дт | - M (15.214) 


式 中 ,y 是 整个 空间 飞行 器 (包括 P 个 动量 轮 ) 相对 质心 0 ПОЧЕ, л, ЕР, 动量 输 相 
对 自身 质心 0， 的 惯量 并 矢 。 且 有 


. . а . 
Е. = mx о < mdm У (ев) x [Ox (л + ат (15.15) 
Р 

ога | mx[orx(oxrlamy >| бле +) x (ох [ох (re + г,) Чт 

ря] Ы 
(15.16) 

Л (0, + 0,) = К х о, + й,) х г, іт 
Р) 
орх 5 в, = | "= х [op х (№, x гр) Jdm 


显然 , 对 于 反作用 动量 轮 系统 , 因 框架 团 定 在 飞行 器 上 , О, 总 ，- 0, 因此 
式 (15.14) 成 为 


"к Е" РЭ Р 2 
ох: @ +210 Я +, х, @,) + 
p=!1 
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> по х ба" 9, хп Јат + | rm x Го" (0, хл) ат + 
р=1 Е: " 


| гр х [Я х (“Хх „Лат. М (15.17) 


ПОХ РАЕН ЛЕНЕ О 1) КАТЯ, 其 姿态 动力 学 方程 式 , НЕНИЯ. = 
0) ,而 有 


Р 
. 1 
о" ох Л.” + 103, +, х Јо, + Л (0, х 0,)) + 
рс1 


>] гр х [(@ xp) x г Чт +| рх [62° (0, x ғ, } Jdm 


| Рау х (о, х ("х пап м (15.18) 


ТАУ (15.17) 和 式 (15.18) 作 进一步 分 析 。 先 研究 反作用 飞轮 控制 的 空间 飞 
行 器 。 若 以 和 表示 转子 自 旋 轴 方 向 的 单位 矢量 , 即 wii wa 和 ws 之 一 , 则 转子 角速度 可 写 
Я О, = Ора ,转子 在 该 方向 的 转动 惯量 是 元。 因此 ,可 以 求 得 

Я. ха; 9, =0 (15.19) 

再 把 式 (15.17) 中 的 积分 利用 矢量 恒等式 扎 成 


(е x i(w "x 0,) х Рр) Јат | х [9 *х (0 x г) Јат +» x 
Р, " 

Го, х (ох rp ) Чт = 2304, (о "х 0,) -0, x| foradm - x 
p= о, 


| РРир т - 5, | 
(15.20) 
如 果 把 式 (15.20) 视 为 包括 了 ru rw 不 定 乘积 的 混合 积 , 并 设 е, 中 的 分 量 是 


НЕТ ут.) ,有 
2 
11 0 
了 ы 


0 г? 


2 
ХТ ХІУ 4,2] 


аан 5] В я lee ај 
Р р Ы" 


а 
121 У з] 





(15.21) 
由 于 转子 所 БАНЕ, ЕНЕР ДИНУ ЖЕ, БОН ВОИН ЕЕ 
式 。 为 了 确切 ,再 设 转子 角速度 О, 的 单位 矢量 a Бы, 重合 ,对 于 这 种 情况 ,转子 纵向 (a 
方向 ) 和 横向 (与 а ЕН) 的 转动 惯量 ра 1,2,…, 忆 ,是 


№ = | (yi + sf)dm (15.22) 


2, = Ке + dm = | (22 + Д) (15.23) 
Р » 
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| yidm = | zidm 三 1), (15.24) 


于 是 求 得 
| stam = м - 7 (15.25) 


ТЕ ТАЯ АА (15.21), РАНА (15.20), ЖЕ 2, 的 方向 为 ea( 目 前 是 w,1) ,因此 
式 415.20) 成 为 
0 


Ј, Пар” 4р) 
_ Оа Ф) 
土 式 的 上 标 (p) 表示 是 在 е, З ЕЛВЕ В 

Н, = Оа = 19, (15.26) 
是 转子 W, 相对 框架 的 角 动 量 , 式 (15.20) 可 最 终 写成 
"x yn, (15.27) 
把 式 (15. 19) 15415.27) 代 回 式 (15.17), 反 作用 动量 轮 控制 的 三 轴 稳 定 空间 飞行 器 
姿态 动力 学 方程 式 ( 欠 量 形式 ) 成 为 
боо‘ ох 7-ю А03, ,+t ox) => М (15.28) 


为 了 把 式 (15.28) 变换 成 便于 计算 使 用 的 分 量 形式 , 令 有 关 矢 量 在 0wys 中 的 分 量 形 
式 是 


т 
ёр 








中 ”= е, ау а, |", М = е? м, М, м. 1 


ом -天 
Й = е'Је = | “м J - 中 (15.29) 
-J -J- А 
若 在 飞行 器 上 安装 四 个 皮 作用 飞轮 , Т, 1р, 
和 Ws 为 主 控制 轮 ,它们 的 单位 笑 量 Ж 1 Wz 一 人 一 一 
和 woa(p = 1,2,3) 分别 与 ij 和 平行 (因此 ар 
М.е, е 的 坐标 变换 矩阵 是 单位 阵 ), 而 转子 © 
角速度 01,0, 和 93 ЗР г.у 和 天 
(图 15.3)。 第 四 个 反作用 轮 WW, 是 备份 的 宛 0) (6 
余 控 制 轮 , 当前 三 个 动量 轮 之 一 出 现 故障 时 ， WY Ww 


均 能 以 第 四 轮 代 替 工作 ,备份 轮 的 转子 角 速 
ВОД у. ЕН а 的 方向 ,因此 从 
е Ш Oxyz ПВА ре. 


с08 а * = —_ -. —_ 
Ё 15.3 ЕЕ е 
(15.30) 


COS а ж Е ри 
空间 飞行 器 
созд Ж * 
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式 中 * 是 有 关 元 素 , 因 本 节 下 面 的 运算 中 不 出 现 它们 , 故 不 必 给 出 县 体形 式 ,在 确定 了 四 
个 轮子 的 方向 之 后 ,它们 的 转动 惯量 7 ,在 0xyz 中 的 分 量 可 以 写成 














Л 0 Ч 0 Ч: О 
Л = Л: р = Л Л = fa | (15.31) 
0 Л, 0 р, 0 Л 
Ее. 中 有 
Л 0 
А = | Та | (15.32) 
0 ЈА, 
在 Оху: 中 是 
= С. ДС. (15.33) 
О: = [01 0 0]",,2, = [0 0, 0]",0, = [0 0 0,7 (15.34) 
而 Ws 的 角速度 人 2, 在 e 中 的 分 量 是 
2 = [0 о 0)" (15.35) 
Я] Охуг 后 得 
О, = С = {1 1 1 Оцоов а (15.36) 


同 理 ,还 有 Н, 在 Oxys 中 的 分 景 关系 
Hi= [ла 0 OH2= [0 ло, отн, = [0 0 ло] 
На = [1 1 1 jacos а (15.37) 
考虑 到 上 述 各 分 量变 换 式 后 56015.28) РЕЗ И Нан Ка 
姿态 方程 式 成 为 
Јох - Јову ~ ms - (= Ла – 5. (а ~ ай) - Јомэу + Туан, | 
+ 


一 502 + Ја, 一 Ju 一 (J Ј.) уы, 一 Јо? 一 и) 一 Левко, + Ју, 





- Ло, – Јоу + Ло, - (№ - дань, ~ (ай - ву) — Јод, + Тао, 


50 + Ооо а + в. ЛО + 3. 0О,соѕза) - wt ВО + 7.0405 а) М, 


ЛО; + ЈаОдсоз а + а 03 + Лесов а) - «(50 + fdcos а) М 
| Я 





0: + ЛаО.соэ а + wt Td + Л. Пасова) – wy + 44608 а) 
(15.38) 
式 中 起 正常 控制 作用 的 是 0,0, О, 当 它 们 之 一 损坏 ,失去 工作 能 力 时 ,可 以 用 
0, 代 符 ,继续 完成 姿态 控制 作用 。 
有 时 需 将 式 (15. 38) 用 欧 拉 角 表 示 , 对 于 小 欧 拉 角 的 情况 ,根据 第 一 章 的 结果 ,@ * 在 
Oxyz 中 分 解 的 结果 是 ( 见 式 (10.21)) 


er = Ф 一 Wop yy = 3 = мб, = ф + оф (15.39) 
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和 和 角 加 速度 








Еф - 000,0, = 9,0, = 0 + оф (15.40) 
把 它们 代入 人 式 (15.38) 即 可 。 当 Oxyz Ат ЕЗИНЕ АВ ЛЕН АУБ ,它们 
成 为 


ЛО + 140 асов а + 
小 я РО. + Од сов & + 
Ле, - Ју + Ј.) ооф + С ~ Ладо ЛО: + Ј.Озсов а + 
(9 — а) 13015 + Ј0,соѕз а) – (Ф + оф) hf + Deos а) М, 
(Ф + ооф) ЛО, + ЛлОсова) - (ф – өз) (03 + НО.соз а) | р 
(ф - wop) (20, + Л О.сов а) – (9 – wo) ЛО, + Оса) М, 
92015.38) 和 式 (15.41) 式 可 见 , 当 革 一 -方向 的 动量 轮 对 该 轴 进 行 控制 (如 Ох 轴 的 
动量 轮 产 生 控制 量 吕 ; ) 时 ,除了 对 滚 转角 ? 产生 控制 作 几 外 ,还 通过 包含 0, 的 项 对 另外 
两 道道 形成 耦合 作用 。 至 于 和 宛 余 动 量 轮 WW 的 控制 名, 和 它 的 交叉 而 合影 响 124, 在 二 个 通 

道 都 是 相等 的 。 


25 一 Сл. 一 Л, + 7.) вой + ( Ј, 一 3.) оф 
十 








(15.41) 








Е ар и НН а 
АНАА Е КН В, 0, 和 УЖО ВНЕ, Ер ЕН НИ”, 
和 нзр = 1,2,3) 分 别 与 і. ј ЖИ 重合 ,并 设 其 中 的 ж, ж 和 и 是 转子 轴 方 向 的 单位 
矢量 ,也 是 框架 轴 转 角 为 零 时 的 i\j 和 方向 ;再 设 wis, wy 和 wy 分 别 是 框架 轴 , 绕 该 机 
的 转角 以 513,5 和 563, 表示 { 见 图 15.4)， Мо. М». Му БЕ ЛЕ ВЕНЕ, 
РАПН ЖЕ ЖЕНЯ РН, М е Мене, 和 ез 的 变换 矩阵 分 别 是 
cos дуз эт біз | 





бл» = | – віп дз соз дз 0 
0 0 1 
| 0 0 
С», = | cos др Sin 1 (15.42) 
0 一 sin 921 cos ду 
cos ә 0 – sin ба 
Сэ = | 0 1 0 | 
5т дә 0 сов ду 





МЕНАН ТЭР ЗН О, 及 其 在 e,(p = 1,2,3) 中 的 分 量 ,仍然 是 
式 (15.31) 和 式 (15.34) ,其 框架 的 转动 质量 被 略 尖 ,它们 的 角速度 „(р = 1,2,3), 可 由 
图 15,4 求 得 


Вы = ef0 0 ёв] 
©. = её 0 Ol 
Я = 10 ё OF (15.43) 
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外 
ев ОАА а (и ЕВ 


图 15.4 ПЛ 
#2 (15.42) ,把 上 述 矢 量 的 分 长 变换 到 Oxyz 坐标 系 中 ,再 代入 式 (15.18) ,使 后 者 成 为 


№. $ д 一 Hi ssin бв + Н. созд 
о’ обхо“ е jd Haéasin бы + Н,8зсовдцз + 
Л:бв- Нзбовш дз + HS соѕд 
2); (mx о.) = М (15.44) 
22 


式 中 的 Н.Н, ЯТ Нз 仍 以 式 (15.26) 和 式 (15.37) 表示 ,控制 项 是 Н.б соз (0х 轴 方 


向 ), 丽 Sncos $13( Оу 81270) #0 Ньблсоз 80 0z 轴 方向 ) ,事实 上 它们 是 转子 改变 角速度 
方向 时 产生 的 交叉 轴 上 的 陀螺 力矩 ,这 也 是 此 类 飞轮 控制 器 被 命名 为 陀螺 力矩 器 的 原因 。 
分 量 形式 的 其 他 项 , 除 包含 了 1 等 二 阶 导 数 项 是 加 速 力 惩 外, 其余 本 质 上 为 陀 妮 力矩 的 交 
叉 影 响 项 可 见 让 空间 飞行 器 绕 某 轴 (如 Ох) 旋转 的 力矩 ,并 非 由 沿 坊 轴 安装 的 陀螺 力矩 
器 产生 的 ,而 是 与 之 季 直 的 另 一 轴 { 0z) 的 院 螺 力矩 器 转子 角速度 绕 第 一 个 垂直 轴 ( 0y) 
转动 的 结果 。 

式 (15.44) 左 侧 最 后 项 以 附录 3 的 方法 展 成 分 量 形式 ,成 为 


4 


2%) 2 (mx 0.) = 


р=) 
т > . 2 * к м =. 
2е 一 (сов 613 一 Ју 813) Ow 一 (Л, 一 Л) ё зох 311613608 全 1 十 Jo соз дуз 
Л, Оо; 5103 一 Л. ую, сов баз 


Љу зтби - Лил, cos $3 


Л, 一 用) 人 Da COS б уззіп 513 + (веда + Лео) бы 一 Пе: sin 
十 








一 7,0%; Sin 621 + { Jo 一 J Baw зіп дусоѕдд + (7, зіп + ЈЉсов? 8 )д о + 


* 2 . 2 。 。 р 
р, сов 651 — ( Jarcos да – Байт бы, ~ (р. - Љ) лә; особа 


一 (Ја, 一 8630， 31932605632 + Оз, созд з 一 (Лз, сов 83; + Љвіт дз) зо; 
— Ух созд + Ла 811032 | 


{Узи 93 + Jacos ёз) баш 一 Уз, sinds + (А, — Л) бо" 3110320608632 
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如 有 在 同一 通道 安装 两 个 相同 的 陀螺 力矩 器 (图 15.5), 在 框架 转角 为 零 时 它们 转子 


у 
Н н! 
тъ А 
ёз 0 дз 
27/8 
YA | 
лз РА > ГА 


Ё 15.5 Ж Ox ЕЕ 

角速度 矢量 共 线 ,但 方向 相反 САРАЕ Л ОЕ Н р АЈ КА, 
械 机 构 保持 肥 相 旋转 。 图 15,5 表 示 Ох НОУ ТАТ АНЯ НГАН АТО НЕ АА 6 0: 
轴 反 向 同步 旋转 ,在 任意 时 刻 都 有 8 = - д’ о ЛЕ Оу 和 0z 方向 也 安装 类 似 的 双 陀 螺 
力矩 器 ,在 框架 转角 等 于 零 时 ,转子 角速度 分 别 与 这 两 轴 重 合 ,它们 的 框架 也 是 反 向 同步 
旋转 的 ,0y 方向 陀螺 力矩 器 的 框架 转轴 是 0x ,而 Ог 方向 的 是 Oy 轴 。 在 略 去 框架 转动 惯量 
的 条 件 下 ,把 式 (15.44) 中 65,65, 85 和 所 以 -65, – ду, - В Н, (67 = 1,2,3) 
代替 ,再 与 原 矩阵 相 加 就 得 到 双 陀 蛇 力 矩 器 三 轴 稳 定 空间 飞行 器 的 姿态 动力 学 方程 式 


н, 3 32503032 





Јеж охо 267 Н, узсовё,; + 
Н, созд) 
(Л. - Л) зіп бузсовдуз – Ју, 02; абы 
4e™| - (Ju — Л)д во" 31613608613 + 
Уи: sin буз 
12:22; віп бм 
(72: — Л)“ зіп 92160861 – Л Ош * әт |+ 


一 (Р, 一 Gas 5119216088271 


一 (Ca, 一 Љ) дуою; 3116326080642 М, 
Ј Озе; sin дз = 四 (15.45) 
(Љ, — (3) 6 yw! віпдззсоздз ~ Јз, Озо у sinds, М, 


可 见 , 双 陀螺 力 年 器 的 应 用 ,大 大 简化 了 方程 式 中 的 交叉 影响 项 。 至 于 式 {15. 44) #1 (15.45) 
中 空间 飞行 器 的 运动 项 多. оао х Ло" ,可 根据 不 同情 况 取 自 式 (15,38} 或 
式 (15.41) 右 全 第 一 矩阵 。 
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15.2 锡 动 量 轮 三 轴 稳 定 空间 飞行 器 的 无 控 动 力学 特性 


士 节 给 出 了 多 动 晤 轮 三 轴 稳 定 空间 飞行 右 的 姿态 动力 党 方程 式 , 现 在 我 们 来 研究 它 
在 不 受 控 制 时 的 动力 学 特性 .不 失 一 般 性 地 取 反 作用 飞轮 控制 的 空间 飞行 器 为 例 。 为 了 简 
Ф. Охут 与 飞行 器 主 惯性 轴 重 合 , 研究 空间 飞行 器 相对 孝道 坐标 系 的 运动 , 因此 ， 
式 (15.28) ЧМ = 8, = 0 时 ,有 





Р 
ө ъох (гю ъ ЎН) = 0 (15.46) 
p=1 
在 空间 飞行 器 稳 态 运动 (@ = о,,0, = 0) 时 ,有 
Р 
wx (1-ю + OH)=0 (15.47) 
р=1 


品 有 在 下 述 三 种 情况 下 ,上 式 才 能 为 零 , 即 
Г), =0; 于 )》 加。 + Ун, = 0; Ш) Лөв, + Ун, = А, (15.48) 
其 中 ,4 是 待定 常数。 | 
情况 ГАИ НЕ ТЕЖ Е wm, = о ГЛЕН ДЕ Е ДИН 
现 了 扰动 8@ т. ОЕ о = о, + бо Е (15.46) ,得 
2-56 + Во х (1:80 + D1H,) = 0 
如 条 ia 为 小 量 , 略 去 一 阶 量 后 ,有 | 
7-80 +дех 2 H =0 { 15.49) 
ЗЕНА НЕ, при ТРЭ — БОЕ А НОЕ 9, РИН 
9 о Н Оз 轴 安 装 的 动量 轮 , (15.49) 的 分 量 形式 成 为 





Ј.80, + Hadw, = 0 (15. 50а) 
Dw, - Нзда, = 0 (15. 50) 
8ш, = 0 (15. 50е) 
№24 (15. 50е) 可 得 

бо, = бо. (0) = const (15.51) 

而 式 (15. 50а) 和 式 (15, 50b) 可 改写 为 
до, назва, = 0 (15. 52а) 
8% у + widw, = 0 (15. 52Ь) 
а, = т (15.53) 


以 上 述 三 式 与 式 (13.5a) 5413.55) #15 (13.4) 相 比 , 显 见 ,本 节 中 的 空间 飞行 器 在 绕 (= 
ИР ды, 自 旋 之 外 ,还 有 附加 在 自 旋 运 动 之 上 的 章 动 。 章 动 角速度 与 动量 轮 角 动 量 和 飞行 
器 惯量 有 关 , 仿 照 13. 1 节 可 求 得 
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д, = -) a, (0) зіп wt + ба, (0) соѕ а! (15. 54а) 
i 

де, = 了 бо, (0) віп oot + до, (О) соз рї (15. 54Ь) 
у 


着 取 бал = да, + ЕЕЕ 还 可 求 得 


да, = De (15.55} 
其 中 


1/2 


ди, (0) = [г (о) + Fo, (0)] (15.56) 


因此 本 体 锥 项 角 是 

[os(0) + 82а, (0)/,]!2 
да, 

情 ii ) а КТТ ТЕ ЯЕ ОУН 2, 把 @ = о, + 80 代入 


式 (15.45), 并 考虑 到 w, + ЎН, = ОТЕ Л 8 





tang = (15.57) 


Л. бо + о, х 7-80 – 0 (15.58) 
如 果 令 о, 的 分 量 是 ws .ww Яо 则 上 式 成 为 
до, + о, Јо, — а, би, = 0 (15. 59а) 
Say + о. Ј,до, – ши бш, = 0 (15.595) 
1.6. + о, Ј,деу — айва, = 0 (15. 59) 
还 可 以 写成 
MX+ СХ = 0 (15.60) 
其 中 
J 0 0 = ә ө, Јо, 
М = Ј, .б = | а), 0 一 ЯЕ = poo, 
0 о а 0 Јо, 











所 以 , 式 (15.60) 符合 附录 9 中 定理 9.3 的 条 件 , 而 且 有 detC = 0, 因 此 式 (15. 59) 表示 的 系 
统 是 不 稳定 的 ,事实 上 ,如 果 取 

ба, = Де“, ди, = Ве“, до, = Сем 
代 人 式 (15.59) 后 ,可 以 求 得 


J 0 ra 0 = ра. sy А 9 
Г гв 
0 С - Ло; Јо, 0 С 0 

其 特征 方程 式 是 


АЎ + (02, + 092, +.) А = 0 
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因此 ,特征 值 是 
Аг = 0,43 = 102, + wd во) — (15.61) 
这 表明 д, ЛАА ЕАО У НАНА О, КАТЛ, 
对 于 情况 |) ,如果 只 安装 一 台 反 作用 动量 轮 , 它 的 转子 轴 与 0x , Оу 和 Ох Я 
别 是 aj ,az 和 аз, № (15.48) 第 三 式 的 分 量 形式 是 


Js + Heos а: = hm (15. 62а) 
Јо, + Нсов а) = Аа, (15. 62Ь) 
о: + Нсоѕ азу = Ао, (15. 62е) 


П ЕТСЯ) 的 动能 是 27 = Ла + Дал, + Дай , 它 与 动量 轮 角 动量 平 
уН 2 ож, 
2То Ја, + Ја + Јаз, 


0 = Г = Р (15.63) 





2. 
从 式 (15. 62) Жн, г = х,у, а, 46 А Е 


Тео а | J .cos a J.cos аз 

ата А-а 
假如 已 知 运动 的 能 量 То 和 角 动 量 百 , 则 可 将 由 式 (15.64) 求 得 的 1 ,再 代 回 式 (15.62) 算出 
ауа, 和 me ‚ЕАО Ш) 种 情况 的 稳 态 运动 平衡 点 .下 面 分 析 单 一 动量 轮 分 别 沿 三 个 
坐标 轴 方 向 安装 的 特殊 情况 。 当 五 与 0x 轴 平 行 时 ,el = 0,as = оз = ;代入 式 (15.64)， 
得 








(15.64) 


А = Да (3.0). (15.65) 
ЖЕН ы Оу 和 Oz 平行 的 情况 , 同 理 可 得 

Аза = J + (170)? (15.66) 

45.6 = Л + (LAO (15.67) 


为 研究 4 等 于 上 述 六 值 时 ,运动 的 稳定 性 ,再 令 @ -= о, + Sw , 代 回 式 1154.46) ,并 注意 到 
式 (15.48) й) НИЕ Bw 的 自 乘 项 ,得 


1-30 + wm x (TAB). w=-0 (15.68) 
它 的 分 量 形式 是 
Ј, от[ де, 0 – (33 — А), (Л - А), бе, 0 
J | | (Л - А), 0 - (J | = о 
0 1.11. да», - (73 Aw (Aw 0 да, 0 











经 拉 氏 变换 后 ,成 为 


SJ — {J — А), {Js — А, да, (5) (у 
(hh — A) ws 5], (Л - os = | 


= (= А), (А-а 8], до, (3) 0 
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于 是 得 到 特征 方程 式 
ЛАТ. Ср А), - А), + (CF АК - А), + 
(А-а). Awsls = 0 (15.69) 
它 的 三 个 根 是 
я=0 (15.70) 
АЉ А) + (РАС А-а 
42.3 = + | 一 ЮО + ПНП 7 А - АЛ мы | 
| (15.71) 


从 式 (15,62) 中 求解 шо, 和 am。, 代 人 上 式 ,得 

СЛ - А)СЈ, – А) Н?содаз (РА), - А) Неда) 
823 = + Е С ~ А), р (7, АЈ. 
(А-а), - ый 
(АУЛ, 
对 于 动量 轮 沿 Oxyz 坐标 轴 安 装 的 情况 ,有 

[- (Ју A - А) 

(л - АЈ, 


—_ 24 1/2 
- 0н, Н 50у 平行 (15.73) 
РА УЕ 








(15.72) 


122 


52354 | 


мо, RY 

|- ао Ал | ‚ ЧН 50: 平行 
如 果 设 J > Л > ЛМ НО 的 情况 ,利用 式 (15.65) 48А, Яд. Ш Ом 
够 大 ,应 有 Xl > J > А > У > 于 的 关系 ,因此 由 式 (15,73) 第 一式 应 知 з, ;为 两 个 纯 虚 
数 根 ,表示 系统 是 Lyapunov 稳定 的 ;对 于 吾 平行 0 的 情况 ,通过 相同 的 分 析 过 程 ,得 到 同 
样 的 结果 :对手 互 平行 于 gry 的 情况 ,应 用 式 (15. 66) 12015.73) 第 二 式 ,能 求 得 5, ;为 正 
值 ,这 表明 系统 是 不 稳定 ,这 和 简单 刚体 绕 惯 性 主轴 旋转 的 结论 是 类 似 的 ,在 最 大 和 最 小 
惯性 主轴 方向 安装 反作用 飞轮 时 ,系统 是 稳定 工作 的 , 即 等 速度 旋转 的 ,转速 为 零 是 其 中 

的 一 种 特例 。 
不 应 忘记 ,还 有 另 一 特征 根 式 ( 15.70) , 它 对 应 的 是 系统 的 等 速 旋转 。 
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Е мл 
液体 的 空间 飞行 器 


现代 的 空间 飞行 器 朝 着 两 个 方向 发 展 , 一 是 大 型 .多 功能 化 ;一 是 小 型 和 微小 型 化 。 
前 一 发 展 方向 的 结果 使 完 间 飞行 器 的 结构 变 得 越 来 越 复杂 ,其 尺寸 逐渐 变 得 庞大 ,结构 搁 
性 (弹性 ) 日 浙 突 出 。 由 于 措 性 ,使 空间 飞行 器 的 动力 学 特性 和 分 析 方 法 出 现 了 许多 新 的 
特 总 。 找 性 空间 飞行 器 分 为 两 大 类 ;大 型 挠 性 结构 和 带 有 抄 性 附件 的 空间 飞行 器 。 前 者 
如 议论 中 的 太阳 能 发 电站 ,后 者 如 经 常 遇 到 的 带 有 太阳 帆 板 ,大 型 天 线 等 挠 性 附件 的 卫 
星 。 由 知 十 舱 段 和 各 舱 毁 上 携带 的 太阴 山 板 等 揭 性 附件 组 成 的 大 型 空间 站 , 则 是 这 两 类 
结构 的 混合 型 。 本 章 将 主要 研究 带 有 撞 性 附件 的 空间 飞行 器 。 

现代 空间 飞行 器 还 要 携带 相当 数量 的 渡 体 ,如 胃 道 和 姿态 修正 及 控制 用 的 燃料 , 载 人 
飞船 或 空间 站 中 的 生活 用 水 和 生产 试验 等 使 用 的 液体 ,它们 所 占 质量 比例 有 时 还 会 是 很 
大 的 。 对 于 这 类 空间 飞行 器 ,液体 晃动 会 影响 到 沟 态 的 精度 或 飞行 器 的 工作 质量 。 虽 然 ， 
在 空间 飞行 器 上 一 般 都 存在 着 液体 管理 系统 ,让 芜 动 尽 可 能 减 小 ,但 有 时 还 是 要 考虑 它 的 
影响 。 

考虑 了 空间 飞行 器 的 抄 性 变形 ,液体 晃动 等 因素 ,使 姿态 动力 学 方程 变 得 十 分 复杂 ， 
对 它 芍 详细 研究 将 在 专门 的 课程 中 进行 ,本 章 只 给 出 最 基本 的 概念 和 处 理 方 法 。 


16.1 带 有 挠 性 附件 的 空间 飞行 器 动力 学 方程 式 


图 16. 1 是 一 笑 通 信 卫 星 , 由 中 心 星体 太阳 巾 板 和 天 线 组 成 。 通 常 认为 中 心 星体 是 不 
| 天 总 





图 16.1 带 有 有 找 性 附件 的 空间 飞行 器 
变形 的 刚体 ,而 太阳 帆 板 和 天 线 ( 愉 件 ) 是 可 以 弹性 变形 的 乒 性 附件 ,它们 组 成 以 中 心 星 
体 为 核心 ,其 上 附着 了 若 于 挠 性 附件 的 一 类 构 形 ,相当 大 数量 的 空间 飞行 器 (图 16.2) 属 
于 这 些 构 形 ,图 中 召 是 中 心 刚体 ,表示 空间 飞行 器 核心 部 分 ,4ifi = 1,2, ---, №) ЕЕ 
Е, № ЗЕМЕН А ЗРЗЕ ОВЕН „НИ ЕНЕ К О НИЕ рН 
РИТА АНЕ ВЕНЕ ЕНЕ Е рО, 如 图 16.3 所 示 。 它 们 又 被 称 
为 树 形 拓扑 结构 , 因 其 形状 类 似 树 干 树枝 和 树叶 故 得 和 名。 假如 只 有 串联 的 关系 ,而 没有 并 
联 的 分 丸 , 叉 可 称 为 链 状 后 扑 结构 , 树 形 拓扑 的 最 好 例子 是 和 平 号 空间 站 ,而 链 状 的 例子 
如 航天 飞机 及 大 型 机 械 壁 。 还 有 一 种 结构 , 称 为 环 状 拓扑 , 它 是 当 构成 拓扑 结构 的 刚体 和 
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号 一 中 心 刚 体 
二 一 挤 性 附件 ,i= 2.…, 
М НЕНИЯ 





16.2 ” 艇 状 拓扑 结构 的 空间 飞行 器 
{2 A А9 
юн р. И 


图 16.3 树 形 拓扑 结构 的 宅 间 飞行 器 

搁 性 体形 成 封闭 的 环形 时 的 称 讲 , 它 所 对 应 的 是 某 些 复杂 的 空间 飞行 器 ,由 于 簇 状 拓扑 结 
构 是 最 常 遇 到 的 空间 飞行 器 的 铀 象 化 ,同时 它们 又 是 其 他 类 型 拓扑 结构 的 计算 基础 ЖЕ 
仅 对 这 种 飞行 器 的 动力 学 方程 式 的 推导 和 它们 的 分 析 做 一 简要 叙述 。 
16.41 矢量 形式 的 资 杰 动力 学 方程 式 

图 16.4 是 铸 状 拓扑 结 构 的 空间 飞行 器 计算 简 图 ,8 征 中 心 刚体 ,4; 是 第 i 个 挠 性 附 
件 ,i = 1,2,… ,N,N 为 指 性 附件 总 数 , 设 4 附件 与 中 心 刚体 户 ТЕР, 点 连接 ,0 是 整个 飞 
行 器 的 质心 。 在 中 和 4 上 各 取 徽 元 质量 dm ,它们 分 别 至 0 ЖИР; 点 的 矢 距 是 r, 和 ,5 是 
А; 有 弹性 变形 时 ,dm 变 至 дт 的 位 移 失 量 ,这 是 乒 性 飞行 器 特有 的 ,PP, 至 必 ЗЕ, , 
і = 1,25, М.Е О Ж Р, Е-е = ii у ке = Газ йг ав], 
i = 1,2,7, №, Ве, [е ВОЗЕ С, 。 和 前 几 章 一 样 ,w 是 空间 飞行 器 相对 轨道 从 
标 系 的 前 速度, 一般 讲 ,4; НИНЕ В 应 有 如， 的 角速度 ,但 本 童 汶 了 简单 把 4. 略 去 。 





图 16.4 ” 竺 状 结构 空间 飞行 器 计算 简 图 
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先 求 出 В ЯА, Е dm 质点 的 加 速度 ,8 上 dm 的 绝对 速度 是 


тех (16.1) 

其 中 ,rm 是 质心 0 的 运动 速度 ,dm 的 加 速度 是 
=X + х (ө хр) (16.2) 

其 中 ,ao 是 О 的 加 速度 ,4; 上 dm 质点 的 速度 是 
Vo = Vot х (р +6) +ё ра 1,2,6, А (16.3) 


ЗАЧ, р; = rp + г, б Но, 相对 e 的 变形 速度 ,对 上 式 求 导 还 可 获得 dm 的 加 速度 
аш = 0+ вх (ръб) к ох [ох (р: + 6) ] +6: + 20, х 6, (16.4) 
为 了 简化 推导 ,假设 о, б, 各 它们 的 时 间 导 数 为 小 量 , ЗВ РАВО В Р, 则 

式 (16.2) 和 式 (16.4) 成 为 


й, = + х, {16.5} 
аы = аа + 0 хр, + 8, (16.6) 
空间 飞行 器 姿态 运动 方程 式 ,可 写 为 
м 
|n х а, Чт + > (р. + 8;) хайт = М (16.7) 
1=! t 


其 中 ,M 为 飞行 器 所 受 外 力矩 之 和 。 把 式 (16.2) 和 式 (16.4) 代入 上 式 , 并 考虑 到 0 点 为 质 
心 ,因而 


| ram + У) т + 6:)4т = 0 (16.8) 
185 Е 
Ј-о+ох рю + Уж 6) х8. 
2 (pi+ 8) (ох #24] - м (16.9) 
这 里 
Гб = fn х (в x г) Чт + >] Cp: +61) х [@ х (р; + ё) 4т (16.10) 
Bx = jn х [о х (о хг,) dm + >|. (р; + 5) ох [юх (р, + 8;) |} dm 


{16.16 
对 照 式 { 附 3.33) ~ 式 ( 附 3.38) 和 式 ( 附 3.41)、 式 ( 附 3.42), 显 见 式 (16. 10) 和 式 (16.11) 
中 的 了 是 空间 飞行 器 的 转动 惯量 ,日 有 


9 = ИО 28 Fri dm + >: tp +060) (р + 6) В - (р + $;) (р; + 6,) ат 


(16. 12) 
НТ ё, 是 时 间 和 位 置 的 函数 ,积分 之 后 , 罗 将 是 与 时 间 有 关 的 变量 ,换言之 9 将 不 是 常 值 
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НЕ АЕ НЕЕ РЕ, Ни, БСВ Ау 
Г = | (ғ ть М rr)dm + >| (р; р: — р. в.) dm (16.13) 
В i=1 А; 
它 已 是 常 基 了 。 
如 果 认 为 @ 和 是 一 阶 小 量 , ПЕРЕПИСИ ЕВЕ, 应 该 把 式 (16.5) 和 
式 (16.6) 代 人 式 (16.7), 求 得 姿态 方程 式 的 矢量 描述 式 , 也 可 以 从 式 (16.9) 中 上 略 去 二 阶 以 
上 小 量 , 得 到 





№ 
1:0 + Ув x Bdm = М (16.14) 
= Я; 


式 中 的 了 是 以 式 (16.13) 表示 的 飞行 器 的 转动 惯量 。 
式 (16,9) 和 式 (16. 14) 是 研究 姿态 运动 的 基本 方程 式 , 但 在 下 面 的 分 析 中 ,还 要 用 到 
轨道 加 速度 ,因此 得 先 推导 轨道 运动 方程 ,在 Dxyz 坐标 系 中 , 它 可 以 窗 写 源 


м 
| аат 十 > адәт = Е 
Е: 17 4, 


其 中 ,F 是 作用 在 空间 飞行 器 上 的 外 力 之 和 , 若 把 式 (16.2) 和 式 {16.4) "7 а, Яа, 代入 
上 式 , 并 考虑 到 式 (16.8) 质心 关系 式 , 得 到 


м . 
аут + > {| Bam + 20 x | бат) = 
i=1 р і 


如 果 对 式 (16.8) 求 时 间 的 导数 ,还 可 以 求 得 > | бањ = > Bdrm = 0, 因 此 上 式 又 将 成 


为 
бот = Е {16.15} 
其 中 ,m 是 整个 空间 飞行 器 的 质量 ,而 式 (16.15) 就 是 在 轨道 坐标 系 OX,Y,Z。 中 的 轨道 运 
动 方程 式 。 显 见 , 它 与 姿态 运动 是 相互 解 帮 的 ,这 是 选择 了 系统 质心 为 参考 点 的 缘故 。 
姿态 运动 方程 式 (16.9) 或 式 (16. 14)) 及 轨道 方程 式 (16. 15) 中 ,共有 wm ,ao 和 6, 三 个 
待 求 变量 ,为 了 能 使 方程 式 有 足够 封闭 求解 的 数量 ,还 应 再 导出 描述 拨 性 附件 弹性 位 移 
б, 的 方程 ,后 者 通常 是 以 偏 微分 方程 的 形式 给 出 , 它 的 推导 和 求解 较 繁 ,工程 上 往往 要 用 
有 限 元 把 问题 离散 化 ,并 转 到 代数 域 求解 ,上面 丙 种 做 法 都 因 工 作 量 大 ,难以 容纳 存 旺 短 
的 一 小 节 之 中 ,下 面 将 把 撕 性 附件 视 为 均 质 等 直 悬 臂 梁 ,以 简 化 推导 。 这 样 做 ,对 了 解 处 理 
措 性 飞行 器 赛 态 运动 全 过 程 的 步骤 和 实质 不 会 产生 影响 。 
图 16.5 是 具有 两 个 (N = 2) 相同 上 月 对 称 安 装 的 找 性 附件 的 空间 飞行 器 ,附件 纵 轴 与 
бу 重合 ,弹性 变形 位 移 方 向 沿 0z 轴 。 如 果 把 附件 沿 轴 向 分 割 成 л 个 等 份 ,把 每 等 份 的 质 
掉 分 成 两 相等 部 分 ,分 别 放 置 在 这 一 等 份 两 端 分 割 面 的 中 心 , 便 可 将 附件 质量 集中 在 其 纵 
对 称 轴 的 工 个 等 分 点 上 ,并 把 它们 从 根部 编号 为 тата," ту, то ИННИИ, 
为 只 有 刚度 而 无 质量 的 直 杆 ,其 上 附着 个 集中 质量 ,对 于 这 种 模型 ,任意 质量 m 上 承受 
的 力 fi,(7 = 1,2,…, 上 ) 应 与 附件 上 各 质量 的 位 移 有 关 , 在 线性 弹性 变形 范围 内 ,有 


Е 
Л = Уруб, 1,2,0, (16.16) 
1=1 
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图 16.5 “对称 找 性 附件 空间 飞行 器 
其 中 ,hy 是 mj 质量 产生 单位 位 移 , 其 余 质量 无 位 称 时 ,在 m 处 应 有 的 力 ,被 称 为 力 影响 
(刚度 ) 系数 ,它们 可 根据 结构 参数 求 得 。 
开 力 应 包括 惯性 力 - maw, 阻 尼 力 - сб, 和 作用 在 пи 上 的 外 力 fi。 这 里 惯性 力 和 阻 
尼 力 是 “被动 ” 力 ,因而 冠 以 负 导 ,而 外 作用 力 是 “主动 " 的 ,所 以 用 正 导 。 用 这 些 力 窜 示 У 
ЖА (16.16), 得 


тад + сд + Ув = Р = 1,2,.%,L (16.17) 
把 式 (16.15) 代 人 式 (16.6) 消去 au, 再 和 式 (16 17) 一 同 消去 wu ,将 有 
© х рт: + пуд, + сб + Уб = й - "1р (16.18) 
і = 1,2,--,1 


这 就 是 以 矢量 形式 表示 的 附件 运动 微分 方程 式 , 它 已 是 线性 常 系数 常 微分 方程 ,对 于 
图 16.5 中 的 空间 飞行 器 , 因 有 两 相同 的 乒 性 附件 А, 和 4,, 所 以 共有 21, 个 形 如 式 {16. 18) 
的 振动 位 移 方 程式 。 挠 性 附件 经 上 述 方法 离散 化 处 理 之 后 ,姿态 运动 方程 式 (16.9]( 或 
式 (16.14)) 中 对 6 积分 应 改造 成 对 上 个 集中 质量 经 适当 运算 后 的 求 和 。 因 此 式 (16. 18) 
和 式 (16.7){ 或 式 (16. 14)) 中 的 变量 将 都 是 61,(1 = 1,2,5, 6) 和 名, 总数 为 2L + 1 个 ,与 
方程 式 数 相同 ,因此 ,封闭 可 解 。 
16.1.2 分 量 形 式 的 资 恋 动力 学 方程 式 
如 果 接 图 16.5 所 示 ,设置 基 矢 е 和 ,i = 1,2, 显 然 会 有 
Сы = Easi = 1,2 (16.19) 
其 中 ,点 :9 是 3x3 维 单位 阵 。 
资 态 运动 和 附件 振动 方程 式 (16. 14) 和 式 (16. 18) 在 Oxyz 中 的 分 量 形式 应 是 
Је + Ху У] ріныё а = М (16.20) 


tzl 1=1 





Dm е + тб аз ctat+ бе НЕ, = 1,2,1 1,2,5, (16.21) 
i=l 
需 说 明 的 是 ,从 式 (16. 14) 变换 到 式 (16,20) 的 过 程 中 ,积分 式 是 经 过 如 下 处 理 的 。 
ою Ё Фа 
Го х б;т = ет. р тиб ц 
i i=1 


这 里 把 积分 改 成 对 工 项 乘积 的 求 和 ,等 式 右 侧 的 第 二 下 标 ! 表示 第 L 项 的 序号 ,第 一 下 标 





i 表示 该 量 属于 A,(i = 1,2) 附件 ,在 从 式 (16.18) 获得 式 (16.20) 时 ,也 把 参 变 量 改 为 具有 
相同 意义 的 两 下 标量 。 

为 进一步 给 出 式 (16.20) 和 和 式 (16.21) 展开 的 和 矩阵 式 , 再 假设 Л, 和 А, 两 附件 的 弹性 
位 移 是 镜面 对 称 的 。 因 而 有 人 = 621, 所 以 内 变 写 出 41 上 rm 个 质点 的 振动 方程 式 , 同 时 也 
就 知道 了 А, 的 振动 情况 ,另外 ,为 了 简单 , 设 [ = 2 再 设 





Ј, 0 
Ј = 小 | = И, ть = mascll = Сур = с 
0 J 
ёп = (0 0 7,86 = [0 0 2,1" (16.20) 
юп = [0 p 0)", рр = {0 р ОГ | 
Ка ГЕ. Е, ЕЛМ = [М, М, МЛТ, РЬ 0 
设 姿态 角 为 小 角度 ,还 有 
WW = Ф.у = д уа, = ф (16.23) 
于 是 式 (16.20) 和 式 (16.,21) 可 展开 写 为 
四 十 "е 四 
Do |+2 0 =|М, (16.24) 
Аф 0 м, 
рілиф + туду + сбу + Аи + 8) =- 16, (16.25) 
Юзтаф + туб + с, + kdl + #25. =- 2р (16.26) 


这 里 式 (16,25) 和 式 (16.26) Я 6: = 1 和 2 时 式 (16.21) 的 形 开 结果 , 因 曾 假设 附件 的 
振动 位 移 只 为 方向, 故 只 取 了 该 方向 的 投影 式 。 
上 式 诸 方 程式 中 , 式 (16. 24) 的 第 二 式 和 第 三 式 是 独立 的 ,其余 三 式 相互 大 全 ,应 联 立 
求解 ,它们 还 可 改写 为 
JP + HE = М, (16.27) 
Нр + тб ксб + К = wp, (16.28) 
其 中 


2m! 0 Ze 0 
ge om am ee 9 
Н = 20m, 2p2m2], ms 0 2m, с 0 2. 


21 28 2т/ пуу $ 
Ё = Ре и е = КИШ „8 = Н (16.29) 

应 该 指出 的 是 ,ms 和 K 是 对 称 的 (ms = тт, К = КТ) ,而且 та > ОВ т, то > 0). 
通常 对 于 入 状 拓扑 结构 的 空间 飞行 器 ,都 可 以 获得 如 式 (16.27) 和 式 (16.28) 的 姿态 
运动 方程 式 , 式 {116.27) 描述 空间 飞行 器 的 刚体 运动 ,本 例 中 只 有 绕 x 方向 的 男 动 ,对 于 较 
复杂 的 情况 ,还 要 包括 y 和 :方向 的 转动 ,对 于 更 复杂 的 情况 ,还 可 能 有 НЕЕ 


- 246 - 空间 飞行 器 动力 学 





活动 体 { 如 宇航 员 或 机 器 人 ) 的 运动 。 式 (16.28) 是 挠 人 性 附件 的 振动 运动 方程 式 , 本 例 中 只 
有 两 个 附件 的 各 两 维 : 向 平移 振动 ,如 果 用 有 限 元 技术 处 理 , 找 性 附件 的 振动 将 用 节点 位 
75, 其 维 数 可 达 数 十 至 数 百 ,还 可 能 包含 男 外 两 方向 的 平 穆 振动 和 线 三 轴 的 转动 振 
动 。 对 于 售 有 液体 的 空间 飞行 器 ,将 会 出 现 见 动 运动 ,它们 也 得 包 含 在 形 如 式 (16.281 的 方 
程式 中 。 
16.1.3 方程 的 解 一 一 非 约 束 模 访 和 正 交 条件 

式 (16.27) 和 式 (16.28) 是 经 过 简化 的 带 有 找 性 附件 空间 飞行 器 的 资 态 动力 学 方程 
式 ,但 它们 的 形式 与 结构 都 和 工程 常用 方法 所 得 结果 是 一 致 的 ,因此 通过 对 它们 的 求解 ， 
可 以 理解 常规 处 理 方法 的 原理 和 过 程 。 

求解 式 (16.27) 种 式 (16. 28) 方程 组 有 名 种 方法 ,如 级 数 双 近 法 .假设 模 态 法 ,约束 和 
非 约 束 模 态 法 等 。 比 较 常 用 的 是 约束 和 非 约 束 模 态 法 ,下 面 通 过 非 约 束 模 态 说 明 求 解 这 两 
方程 的 一 般 过 程 。 

所 谓 模 态 ,是 一 个 振动 系统 振 型 和 频率 的 统称 ,而 振 型 则 是 各 点 振动 幅 信 所 构成 的 图 
形 。 非 约束 模 态 则 是 这 个 系统 的 无 阻 记 自 由 振动 下 的 振 型 和 频率 。 根 据 这 个 定义 , 式 (16. 27) 
和 式 416.28) 振动 系统 的 非 约 束 模 态 方程 式 是 





Pet， = 0 (16.30) 
Н, + mad „+ Кд, = 0 (16.31) 

下 标 и то Я А (опсопвітапей тобе) *。 设 上 两 式 的 解 是 
© = Pe 1078, = бе 101 (16. 32) 


0, 和 人 ,eu 分 别 是 第 r 阶 (x = 1,2,5, Д) 非 约 束 模 态 的 频率 和 附件 线性 振动 及 中 心 刚 
体 角 振 动 振幅 ( 振 型 )。 把 式 (16. 32) 代入 式 (16. 30) 和 式 (16. 31) ,有 


Фи + Но, = 0 {16.33) 
ОН, + тад) = К.г = 1,2,1 (16.34) 
由 式 (16.33) 求 出 ww 代入 式 (16. 34) ,得 | 
(Qim" — К), = Or = 1,2,---, (16.35) 
其 中 
т“ = та - НТИ (16.36) 


ХЖ, т” ПАН" " = т") ,通常 还 是 正定 的 (m”> 0)。5, ЖАНА 
式 (16.35) 圆 括 弧 中 的 矩阵 行列 式 应 为 零 , 即 

Чет" - К) = 0 (16.37) 
如 果 т" Кз АЕС Е = 2, 两 维 振动 运动 8 和 2), БВ 
为 (2) 的 代数 方程 式 ,被 称 为 系统 的 特征 方程 式 ,方程 式 的 根 是 系统 的 特征 入， ША н 
振动 频率 .对 于 物理 可 实现 的 系统 , 式 (16.37) 的 根 应 是 К ЯЗВ Она СЕ 
值 ) ИК (16.35) 能 够 求 得 对 应 的 3w, 这 是 系统 的 特征 矢量 或 弹性 振动 幅 值 , 又 称 为 振 
型 。 而 把 求 得 的 & 。 代 人 式 (16.33) ,还 可 求 出 Ju ,这 是 对 应 的 诱导 刚体 振 型 。 事 实 上 ,只 有 
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要 给 出 的 。 
对 于 本 例 , 设 非 零 特征 值 是 07, 和 ,对 应 的 特征 矢量 是 ,各 ww, 它们 满足 正 交 条 


件 , 可 推导 如 下 。 先 取 р = 1 的 式 (16.3S) ,再 左 乘 ,得 

Ої91т* д. = 21, К 
在 取 i = 2 24016.35), ЕЛЯ 8 ,考虑 到 m*” 和 上 的 对 称 性 ,有 

03 62 m’ 6 = д» KS, {16.38} 
上 两 式 相 减 , 得 


由 此 式 得 振 型 正 交 性 的 第 一 式 


т" ди = или (16.39) 
ДЕЖ би = бык 和 84 = би. КА ЕЕ Б * :得 规 一 化 的 振 型 正 交 性 ,有 
GTaa бщ = (ате, (16.40) 
如果 设 
В = (915 {16.41) 
和 
0 = бағ 0, 0,) (16.42) 
‘它们 都 是 А 维 的 方 阵 ) , 振 型 的 正 交 条 件 式 (16.40) 还 可 以 写成 
ШР'т° р = Е (16.43) 
ЕЕ К Е (16.39) 代 回 式 (16.38) ,得 正 交 条 件 的 第 二 式 
0,4 г 1 
81Кё, = 人 (16.44) 
或 
DED = 0? (16.45) 
如 果 把 8 ЧЕЛ (16. 33), арфі 
вы = ~ Нд. = 1,2, --., А (16.46) 
是 刚体 运动 对 第 > 阶 振动 的 诱导 振 型 ,再 令 
更 = [фы фот Фа)] (16.47) 
Ф 为 刚体 振 型 (此 处 К = 2) 。 式 {16.33) 还 可 以 被 写成 
Ф + Нр =0 (16.48) 


ВИ В ТЕНИ, 
然而 ,我 们 的 最 终 月 的 是 利用 非 约 束 模 态 振 型 和 频率 去 求解 姿态 运动 方程 式 { 16.27) 
和 式 (16.28) Ш, ЕН а 
8 = даб) + + бк (+) = Зы (Е) + Spi) = 3(:) (16.49) 





‚ 248 。 яз [8] Края в Е 








ф = Воі) + Фа тб) + + фик) = 
Во(+) + Фи (1) + Фа (Е) = Bolt) + ФЯ(#) (16.50) 
其 中 , Bott) 和 
100) = ОУС = СС) ог) (16. 51) 
Веви ајр, РАУ о 5 НЕ ЕЕ ВНЕ Б, (16.49) 和 
55016.50) 两 式 也 可 以 被 看 成 是 由 全 和 ?到 ?7 和 Bo 的 变量 变换 关系 式 。 从 物理 意义 讲 ,是 
把 真实 振动 位 移 和 姿态 和 角 分 解 为 振动 谐 波 的 加 权 和 。 
425. (16.49) 和 式 (16.50) ЧЕ Л (6. 27) ,并 注意 到 式 (16.48) ,可 以 求 得 
РВ = М, (16.52) 
代入 式 (16.28) 后 ,用 式 (16.48) 消去 更 ,再 利用 式 (16.36) 引入 m* ,得 
H'Bo + m" D+ СОЯ + Кл = – ЖЕ, 
2:8 рТ 后 ,利用 正 交 条 伴 式 (16.43) 和 式 (16.45) 化 简 , 得 
1+ 01Срӯ + Оу = -了 更 已 -DTPTRB。 
青 设 DTCD 为 对 着 矩阵 ,以 ”表示 ,并 以 式 (16.52) 消去 Bo, 上 式 成 为 
+O + 07 = - рир, - DHM,/, (16. 53) 
对 于 本 例 , 式 (46.5) 可 以 写成 
+ Сет + Од =- а, - М.И], 
73 + С: т + Ор = - а) Е, - М.К 
起 中 的 et аз 1,6 Е РТ УНТ 97036, АЕ Н, Нр н СА р, 和 
ро Е Во 和 六 太后 ,由 式 (16.49) 和 式 (16.50) 算出 Ята, д, МАНЫ 
了 。 

由 式 !16.52) 还 可 以 看 出 , Bo(1) 是 有 物理 意义 的 , 它 是 当空 间 飞 行 的 挠 性 附件 固化 
成 刚体 时 ,在 外 力矩 м, 作用 下 产生 的 姿态 解 ,而 由 式 (16.50) 易 知 ,更 ? 是 因 附 件 的 弹性 
振动 , 琶 如 到 Bo .上 的 变动 资 态 角 。 

还 有 一 种 被 称 为 约束 模 态 的 振 昏 和 频率 , 它 是 让 空间 飞行 器 的 刚体 运动 固定 为 零 ( 约 
束 ) 而 求 得 的 结果 。 利 用 它们 也 可 以 求解 姿态 运动 方程 式 , 限 于 箱 幅 ,不 再 歼 述 。 由 于 约束 
模 态 比 非 约束 模 态 容易 计算 , 且 可 以 通过 地 面 实验 验证 其 正确 性 ,因此 常 被 用 于 工程 实 眶 
之 中 ;而 非 约束 横 态 因 未 对 空间 飞行 器 进行 约束 ,更 接近 于 实际 飞行 情况 ,用 较 少 阶 数 (三 
四 阶 或 稍 多 一 些 ) 就 能 足够 精确 地 逼近 真 值 。 

还 有 一 点 需要 说 明 ,本 节选 择 了 质心 0 为 建立 动力 学 方程 的 参考 点 , 它 是 瞬时 质心 ， 
满足 式 (16.8) 的 关系 。 由 于 该 式 包含 了 微 元 质量 dm 的 弹性 变形 位 移 5, ,因此 所 得 质心 0 
点 在 8 体 上 是 变动 的 ,如 果 设 附件 未 变形 时 刻 的 质心 为 00, 则 被 称 为 视 在 质心 , 它 在 BB 上 
显然 是 固定 趟 动 的 ,并 满足 








м 
| ndm + >} ан = 0 (16.54) 
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的 条 件 。 式 (16.8) 和 式 (16.54) 的 差 ,就 是 0 相对 О, 距离 e, 义 称 为 偏心 ,其 值 为 


м 
е = > бат (16.55) 


РГ, ВЫ 0 的 运动 才 是 由 轨道 运动 方程 式 决定 的 真实 轨道 , 视 在 质心 0o 相对 它 以 
偏心 量 。 进行 挥动 。 一 般 情况 下 е 是 小 量 可 以 略 去 ,需要 精确 计算 时 ,可 用 式 (16.55) 信 
计 。 


16.2 有 晃动 液体 的 空间 飞行 器 


在 微 重 力 下 晃动 液体 的 处 理 很 繁 珊 , 本 书 不 作 分 析 。 通 常见 动 计算 的 结果 是 获得 若干 
等 效 的 简单 摆 或 弹簧 质量 抉 。 本 章 只 考虑 等 效 摆 的 人 情况 ,这 包括 摆 的 悬挂 点 坐标 , 摆 杆 长 
度 和 捍 的 质量 ,每 一 抱 的 振动 频率 ,形成 的 昂 动 力 和 晃动 力 抵 都 和 对 虚 阶 液体 昂 动 的 相 
等 ,空间 飞行 器 中 液体 晃动 的 特点 是 振动 周期 特别 长 ,这 是 因为 徽 重 力 造 成 的 恢复 力 极 小 
的 缘故 。 
16.21 矢量 形式 的 姿态 动力 学 方程 式 

图 16.6 是 带 有 晃动 液体 空间 飞行 器 的 简 图 ,中 是 表 
示 飞 行 器 主体 的 中 心 刚体 , 基 矢 量 e = [i у АТОН 
整个 空 和 而 飞行 器 的 质心 , 疡 第 ;， 押 的 悬挂 点 ， 
і = 1,277,090, 0 Но, ОР, 8510 е, л, 1, 
和 т, ЕРКО РОЗЕ, О, НЯ В ЈЕ, о 
是 姿态 (8 НЯ Е ОХ,Ү,7,) 的 角速度 。 

在 上 8 上 取 微 元 质量 dm, 质心 0 至 该 微 元 的 矢量 为 r,， 图 16.6 人 带 有 晃动 液体 的 空间 飞行 器 
它 的 加 速度 仍 以 式 (16.2) 或 式 (16.5)( 略 去 二 阶 以 上 小 量 ) 表示 。 摆 端 质 量 т; 的 速度 

у: = жох р; + О, х Г, = 1,2,,0 (16.56) 

其 中 ,wo 为 质心 0 的 速度 ,而 








pri= 二 {16.57) 
mi 的 加 速度 
人 = AtoOxptox(mx prt Ох) + (Orox а) хіх 
2, х (ео) х] 


其 中 
ох (хр) + Ох (ох) + (өх) x E20x (0, х1) 
所 以 
а; = а +охръюх (ох р) 6 хк О, (Ох) + 
2% х (0, х 1), = 1,2,-,0 (16.58) 
如 果 认 为 四 НЯ, 都 为 小 量 ,并 略 去 它们 的 乘积 , 式 (16. 58) 将 成 为 
а; = 00+ 0 хр +, х1, (16. 59) 


带 有 晃动 液体 空间 飞行 器 的 姿态 运动 方程 式 ,可 以 用 绕 参 考点 0 的 力矩 平衡 条 件 给 
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出 , 即 
| х asdm + Уул х ат; = М (16.60) 
把 式 (16.5) #1. ( 16.59) 代 人 上 式 , 考 虑 到 质心 0 的 关系 式 
[њат + Урт -0 (16.61) 
得 矢量 形式 的 次 态 运动 方程 式 
Л. © + Ух (дух т = м (16.60) 
其 中 ,了 是 空间 飞行 器 瞬时 转动 惯量 
了 = ІКС ть — гьғъ)йт + Ув “pi ~ рар) п (16.63) 
Я 上 式 可 以 简化 成 
了 = | (ь-ьВ - пд + > -riB rr) m (16.64) 
便 成 了 常 值 的 转动 惯量 。 


摆 的 运动 方程 式 , 将 从 授与 中 心 刚体 的 分 离 体 相对 悬挂 点 Р, 的 力矩 平衡 求 得 ,由 于 
ЕН Ч РЕЧЕ, КЕ, НН 
Г хат; = 0,1 = 1,2,0 
把 式 (16.59) 代 人 后 ,得 


і; х on + і; х (Ф х Р) т + 1, х (0, х 1) т; = 0 (16. 65) 
式 中 ,质心 0 的 加 速度 ao, 可 从 平移 (轨道 ) 运动 方程 中 求 出 。 而 平移 运动 满足 
| аат + а ит; = Е 


其 中 ,下 是 空间 飞行 恬 所 受 外 力 之 和 。 в. 5) 3. (16. 59) 代入 后 ,考虑 到 式 (16.61)， 
得 轨道 运动 方程 式 


dom + Уд, х іт = Е (16.66) 


是 空间 飞行 器 的 总 质量 。 从 式 (16. 66) 中 求 得 eo, 代 人 式 (16. 65) ЯН рй 
表达 式 


I х (о х р;) т; + Г. х (0, х 1) т; 一 х У, х Іт, = 一 = х Е,і = 1,2,:.-.,0 
了 =1] 


(16. 67) 
素 此 ,已 完成 了 空间 飞行 器 资 术 运 动 方程 式 (16. 62) 和 学 到 提 方 程式 (16. 67) 的 推导 ,共有 
1 + 也 个 方程 ,而 待 求 量 也 是 这 么 多 , 即 和 2,,t = 1,2, “0, 刚好 够 封 闲 求解 。 
16.22 分量 形 式 的 动力 学 方程 式 和 解 
如 果 证 式 (16. 62》 和 式 (16.67) 中 的 矢量 在 & 基 矢 确定 的 坐标 系 中 分 解 ,这 两 式 的 分 
量 形式 是 
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Је + У, б, = М (16.68) 
4 отм + БВ О, - пут, = – ИЕ (16. 69) 
为 了 有 清晰 的 概念 ,考察 一 特例 ;e 基 矢 与 空间 飞行 器 主 惯 性 轴 重 全 ,因而 有 
J 0 
Ј = | у, 
0 Ј, 


作用 力 互 只 有 天 方向 的 分 量 , 即 
Е= [0 0 ЕЈ 
在 此 力作 用 下 ЖИЛЫ д 的 负 方 向 ,因此 无 扰动 时 ,等 效 摆 应 指 向 _- 上方 
Ро ВЕН Я НН В, Н ВЕ, ЕЕ В 和 ie 在 扰动 下 五 у 转动 一 小 角 
度 a, 因 此 4 的 分 量 近 似 表 达 式 是 
=[-ie 0 - АЈ 


而 摆 的 转动 角速度 是 
| = [0 а 0] 
Е л, = ООШ р; = Д) Жо = Ге, а, о, ]7,2(16.68) 和 式 (16.69) 将 成 为 
Јо, 0 М, 
|=, [во + а = 四 (16.70) 
Је, 0 М, 


Не. – аф, 0 0 0 
| (1+ а?) а, | +| И( + а2) т. (1 - а + Th Ра = oem 
0 0 
仅 式 (16.70) 和 式 (16.71) 第 二 式 和 昂 动 有 关 , 可 见 在 下 的 作用 下 ,当初 始 状 态 有 线 j 的 转 
角 时 ,就 会 引起 该 方向 的 晃动 ,并 造成 变态 角速度 wy 的 变化 。 在 7 方向 的 姿态 和 晃动 运动 
影响 下 ,还 会 出 现 we 和 us 扰动 量 。 从 式 (16.70) 第 一 式 求 出 оу КЛ (16.71) 87—26 в 
去 аја, ЖАнА, Е 


2“ 2.2“ 
— Наш, + На’, 











Е, М, 
а + и, Пи = Г: (16.72) 
mt ті т 
т лас й 
Еа. 
| Е, 1,2 
@, = m Пт | (16.73) 
т(1 一 т 一 7, ) 


显 多 ,晃动 频率 w, БИН 27 Р, 成 正比 ,而 与 空间 飞行 器 的 质量 成 反比 。 由 于 Е, 1 
党 很 小 ,晃动 的 频率 mw 将 是 很 小 的 ,大 约 为 0.01 ,0.1 8- ,或 更 低 。 解 式 (16.72) ,得 
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в 
«(1) = а(0) 608 wt + 800) sin wt — УМ, (16.74) 


其 中 ,a(0) 和 &(0) ЕЖЕ 9 а 代入 式 (16.70) 76, жире ла 
起 的 о, (2), 0 


ті 


абі) = 7 (ое) зіп wt 一 2(0)соѕ о] + %у(0) + ома (16.75) 


这 里 а, (0) 是 y УЕ ЯВ ВЕНИ. Г Рф о, 的 影响 , 与 晃动 摆 的 转动 惯量 
Пти 和 疡 之 比 成 正比 关系 。 无 防 晃 措 施 时 ,一 阶 晃动 质量 能 占 总 质量 的 一 半 左 右 , 这 是 值 
得 注意 的 。 

还 应 指出 ,对 于 在 轨道 运动 的 飞行 器 , 当 重 力 为 零 或 接近 于 零 时 ,液体 处 于 悬浮 状态 ， 
当然 不 存在 所 谓 的 蝎 动 和 它 对 空间 飞行 器 的 影响 ,只 有 在 有 控制 力 的 情况 下 才 会 出 现 见 
动 。 
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附录 1 ЖАЖА 


科学 联合 会 国际 委员 会 (nternational Couneil of Scientific ynion) 建立 了 一 种 CIRA 大 

气 模型 , 它 考 虎 了 温度 和 高 度 对 大 气 密度 的 影响 ,写成 
?= p(T,h) 

影响 温度 的 因素 有 很 密 , 如 季节 .民生 .地 磁 和 本 明 活 动 程度 ,一 天 内 的 平均 温度 主要 与 太 
阳 活 动 有 关 。 描 述 太 阳 活 动 程度 的 指标 是 10.7 em 波长 的 电磁 波 强 度 Fio ;, 它 随 太 阳 活 动 
周期 (11 年 ) 和 太阳 自 旋 (27 Ж) 变化 ,具有 这 两 种 周期 分 量 ( 图 附 1.1)。 按 照 不 同 的 Рю? 
数值 ,可 将 大 气 划分 为 十 种 类 型 ( 见 表 附 1.1) ,不 同类 型 大 气 的 密度 随 高 度 的 变化 规律 见 
图 附 1.2。 


表 附 1.1 


















考虑 到 太阳 活动 影响 后 ,大 气 密度 随 高 度 变 化 的 规律 可 报 为 


内 一 向 


© = бе в {#10 
其 中 ,p 和 和 po ЕВЕ А ЯДА 处 的 大 气 密度 ,下 为 标高 。 标 高 下 与 大 气 类 型 及 忠 理 论 
地 球 表面 高 度 有 关 , 见 图 附 1.3。 











> 
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图 附 1.1 术 附 活动 系数 随 年 份 的 全 化 
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与 高 度 的 关系 


图 附 1.3 ”不 同类 型 大 气 标高 Н 
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附录 2 ЛАКА 


火箭 在 空间 飞行 时 ,从 发 动机 喷 管 不 断 以 高 速 向 外 虐 射 出 高 漫 燃气, 后 者 的 反作用 产 
生 了 使 火箭 向 前 交行 的 推力 在 火箭 上 的 作用 力 还 有 空气 动力 .重力 (在 低空 飞行 ) ЖЕНУ 
压力 .其 他 星体 的 引力 (在 高 空 飞行 ) 等 ,研究 火箭 的 飞行 ,应 考虑 上 述 全 部 作用 为 的 影响 , 然 
而 这 里 先 赂 去 其 他 作用 力 ,只 研究 发 动机 推力 的 作用 , 它 是 上 述 诸 力 之 中 影响 最 大 的 。 

设 火 第 飞行 时 ,在 1 和: + dt 时刻 的 速度 分 别 是 y 和 v= y+ 
dv{ 见 图 附 2.1), 火 稍 站 3; 时刻 的 动量 是 my ,在 :+ 是 上 时刻 的 动量 分 
为 两 部 分 :火箭 因 喷 射出 dm 质量 {燃料} 后 ,速度 增高 为 y + dy ,所 
ВЫ (т — ат) (у + dv) ;质量 为 dm 的 喷气 流 以 w 相对 速度 (其 绝 
对 速度 是 mw + + ду) 吐出 火箭 的 动量 (w + + + ду) ат ЕБЕ 
守恒 原理 ,t 和 + + dt 时 刻 的 动量 应 相等 , 即 вр = (т - dm)(v + 2.1 动量 的 改变 
а) + (м ти dpjdma 略 去 二 阶 小 基 后 ,得 

тір + wdm = 0 (12.1) 

如 果 认 为 y 和 和 w 共 线 ,和 愉 考 虑 它们 的 绝对 值 ,车 初始 时 刻 火 箭 速 度 为 mm, 质量 是 mo， 

则 上 式 积分 后 得 


у и 





vt) = vo + а 0 (2.2) 
这 就 是 齐 奥 尔 科 夫 斯 基 公 式 , 亦 称 为 理想 火箭 运动 方程 式 。 上 式 还 可 以 写成 速度 增 量 形式 
Ао) = 56) ~ vo = шп 0 (В 2.3) 

БАТ Р АВЕ АУЛ 58: ва, , ДИВЕ АА К 


mo 
Ад = шіп 
Пі 


(2.4) 


Е 

Воп КАА БАЕВ НОЕ ВЕ w 越 大 , ХНЫК 
тот; СБР с ЕЈ) ЁС, И СО ЕРИ ВЕК 

分 析 式 ( 附 2.4) 可 以 得 出 以 下 两 个 结论 :(1) 按 现代 技术 一 般 水 平 : mo/m = 10, = 
3 500 ms, 车 vo = 0, 得 зр = 8 kmxs, 似 乎 用 一 级 火箭 可 以 获得 人 造 地 球 卫星 所 需 的 第 -- 
宇宙 速度 (7.9 km/s) ,实际 上 若 考 虑 到 重力 利空 气 阻力 的 影响 ,w 值 远 低 于 上 述 计算 量 ， 
这 就 是 现代 运载 火箭 多 数 为 多 级 的 原因 ;(2) 如 将 ww 增加 a 售 , 则 新 的 火箭 末 速 v: 将 增加 
同一 倍数 。 若 将 mo/ms ВК а ЖЕ ор = ито ть + ша , 即 末 速 增加 了 ог Ик =1+ 
Inevlnt тоть) 07 К, ЕЕ w 来 取得 更 大 的 末 速 效果 要 好 得 多 ,这 就 是 为 什么 人 们 
总 是 首先 设法 提高 w 而 不 是 тои пу 比值 的 缘故 。 应 用 现代 最 新 技术 ,提高 tw, 同 时 尽 可 能 
提高 mo/ms ,已 有 可 能 开发 出 单 级 人 轨 的 运载 火箭 和 空间 飞行 器 。 

如 果 定 义 Am = mo - mu 是 火 艇 在 初始 和 最 终 时 刻 的 质量 差 , 则 式 ( 附 2.4) 还 可 以 写成 


А, 


过 ( 附 2.5) 





Ат = п(1-е 


此 式 将 被 用 于 加 道 和 姿态 修正 时 燃料 耗 量 的 估计 。 
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附录 3 ХЕХЕ 


矢量 的 描述 
任意 矢量 ва ЕВ, В, 和 В, 及 对 应 的 单位 矢量 el .es 和 ез 的 线性 组 合 写 
为 
В = В;е, + Ве + Pes (ЁЗ. 1) 
Неру Аук и нЕ 37 
е = [ер ea ез)! (3.2) 
表示 。 式 中 ,(.) 下 面 的 一 横 表示 (. ) 量 是 矩阵 (任意 维 ) ,其 元 素 可 以 是 矢量 也 下 以 是 标 
景 ,这 里 e 是 3 x 工 的 列 阵 ,其 元 素 都 是 矢量 (el,e; 和 es)。 互 相 正 交 的 基 矢 有 如 下 特性 
1,4оа = В, а, = 1,2,3 
ба 7 68 = (о а В, а,В = 1,2,3 
于 是 
е-еї = Е, (Е 3.3) 
这 里 Е, 是 3 x 3 的 单位 阵 。 
当 使 用 不 止 一 个 基 矢 ,描述 不 同 的 空间 物理 量 时 , 可 用 上 标 加 以 区 别 , 如 еб) 和 en 
等 . 某 一 基 矢 的 分 量 可 以 表述 为 另 一 基 矢 分 最 的 线性 组 合 ,如 


е) = Сре ia = 1,2,3 
B=1 
表示 为 矩阵 式 时 ,成 为 
е) = Се (3.4) 
С, (г) 基 矢 向 (s) 基 秋 变换 的 矩阵 (3 x 3 维 ) ,其 元 素 由 相应 单位 矢量 之 间 的 夹 角 余 


弦 组 成 , 即 Ce 是 ef Же) МЕНА сов (et ,eb )。, 该 变换 矩阵 具有 C= (C.)-! - 
Cn 的 特性 ,是 正 交 抢 阵 。 因 此 ,从 式 ( 附 3.4) 可 以 求 得 
е) = Се) = СТе@) (з. 5) 
ДЕ ЗЕНИТА 1, НП ИС 
detC,. = 1 (3.6) 
和 同一 行 (或 列 ) 的 三 个 元 素平 方 和 为 1; 不 同行 (或 列 ) 的 相同 列 元 素 相 乘 后 再 相 加 结果 
为 零 ,是 坐标 变换 矩阵 的 国有 特性 。 
如 果 把 B 的 分 量 写 成 B = [в, В, 8s]", 则 式 ( 附 3.1) 还 能 写成 
B=e'B 或 B= Ве 《 附 3.7) 
这 是 把 矢量 与 分 量 联系 起 来 的 方程 。 
假如 В ХИЛЯМЕе Те 基 矢 中 取 分 量 , 必 有 
В - етв _ етво) 
利用 式 ( 附 3.5) 消去 em ,得 
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во) = сво 
ае |а Н ИЕН 
矢量 的 点 积 或 标 积 (Dot product ог scalar ргобисі) 
若 两 个 矢量 a 和 上 在 某 基 矢 中 的 分 量 是 a = [ef в а] = [Bb 
则 据 式 ( 附 3.7) 可 写成 
а = Ge 和 五 = eb 
АЯН а - 5 ае - е1, БЕК 3.3) 有 
аф = а 
НЗ ЕН ЕСН Н 
аЬ = Ма 
Ж аже? 中 分 解 ,而 5 еб 中 分 解 , 式 ( 附 3.9) 成 为 
аЬ = атс, = ВТС д9 
ЖЕН ХЕ А ЯЯ ( Cross product ог vector product) 
由 定 广 出 基 人 矢 的 两 矢量 叉 匀 ,得 








如 以 分 量 形 式 表 示 , 可 写成 


其 中 
0 – аз а) 
а = а 0 -@1 
-4 а 0 








式 ( 附 3.11) 的 正确 性 ,可 直接 展开 右 侧 证 明 。 由 于 ax 是 反对 称 的 , 即 有 axT = 


Я] ах = ҳа, 


显然 ,还 有 
аа = 0 
а ЕЖЕ еб 和 el" 中 的 分 量 200 аб? 满足 
аб = (С) = С.С, 
些 式 也 可 通过 将 左右 侧 展 开 而 证 明 。 
矢量 的 不 定 手 积 和 张 量 (Indqeterminate product апд tensor) 


(3.8) 


р bs), 


{ 附 3.9) 


С 3.10) 


(ҒЗ. 11) 


(3. 12) 


- а”, + 


( 附 3. 13) 


«РЗ. 14) 


(РЗ. 15) 


两 天 量 a 和 的 不 定 乘积 ,是 它们 的 并 列 排序 ,两 者 的 模 可 以 相 乘 ,表示 方向 的 单位 


矢量 位 置 不 能 颠倒 。 
张 曹 亡 是 个 算 子 ,由 一 系列 双 矢 的 不 定 积 之 和 构成 ,如 


№ = а: 8 + ub 十 


(3.16) 


它 又 被 称 为 并 矢 (Dyadie) ,其 中 的 矢量 顺序 不 允许 变动 ,但 可 以 和 相 邻 的 矢量 按 规定 的 规 
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则 进行 运算 ,如 
Фу = (абу + азбу +) и = 
aibiveos( Бу у) + а, Ьзосов( Бу у) +“. 
已 经 是 一 个 普通 矢量 之 和 。 则 理 
УФ = у (ару + а. +) = 
оа гсоѕ( Р.а) Б, + wacos( т Лаз) by + >" 
是 ,Bb ,… 线性 和 。 然 而 
ух \Фхь 
却 仍然 是 张 量 (并 矢 )。 
АИКА УЕА Л) 中 两 矢量 的 次 序 ,得 到 新 张 量 克 * 称 及 的 共 罗 张 量 ( 共 固 并 矢 ) ,如 
B= +t а,в + 
B= Вуду + Part+ 
张 基 符合 分 配 律 
а -ръађб у = albi+ br) 
аб vt+tabhv = (d+ a)b'p 
在 e 基 矢 中 的 两 矢量 a = aiel + але. + азе, Б = Бе, + вое. + ре 构成 的 张 量 
是 


№ = @ф = У араар = = рэр (Е з. 17) 
Ш, ЕР= а, Баа, В = 1, 2 :3) Ж tte 中 的 坐标 或 分 量 ， 排 成 矩阵 是 
Du Dy Da 
Dy Dr Ds 
于 是 式 ( 附 3.17) 就 可 以 改写 成 


азб) 9162 абз 
азбу 94262 @263| = а? (Е 3.18) 
азё азб: азёз 





№ = ее (Ё 3. 19) 
这 就 是 张 熏 或 并 矢 的 分 量 表 达 式 , 称 卫 为 张 量 此 阵 。 
0 中 有 若干 个 矢量 对 (如 式 ( 附 3.16)) , 则 
№ = е (++ ---)е = вре 
其 中 
+... (И! 3.20) 
由 式 ( 附 3.18) 还 可 求 得 
Вр" = р" (3.21) 
ПАЯ ЗЕЯ, НОК ре ВАЯТ Е 
由 式 ( 附 3. 17) „О З.1) 和 式 ( 附 3.3) 可 以 求 得 


Ф.В = У рае * egBg = 2 2 DsBpe, 
而 由 式 ( 附 3.19) 和 式 ( 附 3.7) 还 可 写成 











. 260. 空间 飞行 大 动力 学 





2. В = ере, ef = еїр В (#3. 22) 
以 基 矢 的 三 个 分 量 ее 和 ез НИНЕ 
Ё = ве, + её + F383 
是 单位 张 最 ,把 ei(i = 1,2,3) 看 成 普通 矢量 ,可 以 写成 e; = ете, = еїе(і = 1,2,3), 1 
ер= 1 0 oea={[0 1 0], е = [0 бат 
КАЕ т, УРА З. 19) 和 式 ( 附 3.20), 便 有 


T 
В = е (ее + езе + eel)e = 





名 


1 оо 
АС 1 |。 = еТЕе С 3.23) 
001 
即 
B= elel + 62e2 + езе; = еТе (ЁЗ. 24) 
对 于 任意 矢量 а, Е Аж 
Е-:а=а № -а (3.25) 
的 特点 。 


ЗОНЕ ЛЕ е 和 et" 中 的 分 量 形 式 ,再 利用 式 ( 附 3.19) ,可 写成 erDptoet) - 

se" Die ,应 用 式 ( 附 3.5) ЭСЕГЕ ее ето се ,于是 有 
р = СБС, (3.26) 

Е ЗЕ: ЗЕ 

矢量 混合 积 与 张 量 

作为 熟悉 上 述 内 容 的 练习 , 取 a.b 和 e 三 个 矢量 , 求 混合 各 (Le x Б) хе 的 分 量 形式 。 
应 用 矢量 分 析 的 关系 有 

бахь) хе = Б(а с) - ав - с) = (ра - 4) - с 

如 把 Ра - аь 视 为 张 量 , 它 的 张 量 矩阵 是 





0 6105 一 bgt баз 一 baal 
Фа" 一 me 三 | 一 《61 03 一 Ба) 0 Ваз 一 за 
一 (аз 一 бза;) 一 {Баз — бза) 0 


再 利用 式 ( 附 3.19) 写成 
Ва – ар = el(baT Те 
考虑 到 с = eTe 和 式 { 附 3.3) 后 ,有 


(axb)xe = er(baT ат) е { 附 3.27a) 
而 根据 式 ( 附 3.11) 还 可 以 直接 求 得 
(ах Б) хс = ella*b)*e (Ў 3.27Ь) 
比较 上 两 式 , 显 见 应 有 
(ах Б) = Бат – арт (0 3.28) 


对 于 另 一 秋 顺 序 的 矢量 积 a x (8 x с) 有 
ах {6 хо) = с.а са -Ь 
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对 右 便 第 一 项 的 如 应 用 式 ( 附 3.25) 后 ,上 式 可 改造 为 


ах (№ хе) = (сай - са) - Б { 附 3.29) 
再 用 式 ( 附 3.19)、 式 ( 附 3.9) 利 式 ( 附 3.23) ,可 求 得 
ах (хе) = el(craE -ca')b (#7 3.30) 
而 利 遇 式 43.11) ,还 可 直接 写 出 
ах (Б хе) = ета” сїр (У 3.31) 
比较 上 式 ,显然 有 
а” ex = вв Е - са? ( 附 3.32) 





在 刚体 的 旋转 中 , 常 得 到 下 面 三 个 矢量 积分 ,作为 例 
子 在 这 里 研究 一 下 ,图 附 3.1 中 在 刚体 的 上 0 点 辕 定 一 组 
正 交 大 矢 8" = [Ы В БГ, о 旋转 ,与 
0 点 距离 为 r 处 的 质量 微 元 dm 常 构成 如 下 的 积分 (积分 
遍及 整个 В) 





| х (@ x r)dm 
利用 式 ( 附 3.29) ,我 们 可 求 得 
ех (о x ram -| (rr 加 -mdm о ( 附 з. 33) 
其 中 的 积分 式 利用 式 ( 附 3.9) 和 式 ( 附 з. 18) ,并 再 据 式 ( 附 3.32) 可 改写 成 
Ге - РВ - т)дт = 人 | (rE - Ir )dme = е) гате (3.34) 


如 果 把 r = [ню з] ВА Ека 


2 + г? — TIra 一 rirs 
| (Е -rri)dm = | -rr М+М -nr ат = 
nH 


= Гал 一 Ғғ гї + ғ5 


№ 3.1 ”旋转 刚体 


Л - Л? 一 Лз 








一 Ja и 一 Jn = $ = ре тат 
- Лә -J»n А 
(ИЗ. 35) 
显然 ,了 是 8 ЛЕВ 基 天 坐标 系 中 的 转动 惯 景 ,又 称 转动 惯量 第 阵 。 因 此 式 ( 附 3.33) 成 为 
[их х ат = 7-ю {Е З. 36) 
其 中 
л - № - № 
Ў = Је = еј J -jyle (#3. 37) 
-Ja -J J. 


是 转动 惯量 张 量 { 并 矢 ) , 它 的 分 量 是 
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л = |+ ат, В = | 03+ ат 
РА = КС + г2)іт, Л? = | rimdm ( 附 3,38} 
Лз = | .nndm, Љу = | nndm 
再 来 分 析 刚 体 转 动 中 的 第 二 个 积分 式 
3| ,Co хг) + (о x rdm 
只 要 利用 矢量 分 析 的 关系 ,将 被 积 函 数 改 写成 


(о хг): (юхг) = ю' [гх (юмхг)} 


代 回 原 式 ,再 用 式 ( 附 3.36) 式 ,就 可 写 出 


了 | (өх): (ех л)йт = ауе (И 3.39) 
Е 
这 是 转动 运动 的 动能 , 它 的 分 量 形 式 是 
4| (м x rr) (xr)dm = 247 J (13.40) 
в 


常见 的 第 三 个 积分 是 | > Го x Со x r)]dm。 首 先 利 用 矢量 分 析 的 规律 把 被 积 本 数 
变换 为 
гх[юх (юхг)]| = юх [гх (юхг)| 


于 是 
jy x fox (ox nam = wx! rx (ox rdm] 
考虑 到 式 ( 附 3.36) , 便 有 
их [ох (юхг) ат = ох (1:0) 


ТАККАН А У. ЕТ ЯЕ ЕЖЕ ЭЕ, ВА 


[их Гох (ох) = ох 2-6 ( 附 3.41) 
它 的 分 量 形式 是 
[rx Lox (вх г) ат = ew | (1 3.42) 
只 要 把 分 量 表达 式 代入 ,还 可 以 证 明 对 于 任意 并 矢 加 和 矢量 a, 有 
(Bxa)ra=0a.(axB)=0 ( 附 3.43) 


(ах) er0ax( 话 ,ee) = (хт) а (3.44) 
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附录 4 转动 惯量 的 特性 


不 同 基 矢 间 转动 惯量 的 关系 
式 ( 附 3.35) 是 刚体 8 在 某 一 固 联 在 其 上 基 矢 坐标 系 中 的 转动 惯量 表达 式 。 假 如 在 В 


体 的 同一 点 国联 两 套 基 矢 eC) 和 a,z 在 它们 中 的 分 最 分 别 是 rt = 09 О 0011,09 
= ОР 0 40]", 它 们 中 的 转动 惯 最 分 量 是 














Л? J J Л? -J - др 
?=| - ЛР. | ЛР до - дә (ар 
- ЛР - р До - ЛР - др Д? 
根据 式 { 附 3.26), (Жо 之 间 的 关系 是 
ЈӘ = с. 6, (4.2) 
主轴 和 和 主 惯 性 矩 


当 基 矢 取 不 同方 向 ,转动 惯量 的 各 个 分 量 不 同 。 基 矢 取 某 一 方向 时 ,转动 惯量 矩阵 的 
非 对 角 线 元 素 变 为 零 , 此 时 的 基 矢 三 个 方向 称 为 主轴 方向 , 基 矢 即 是 主轴 ,对 应 的 转动 惯 
量 对 角 线 元 素 就 是 主 惯性 矩 。 

假如 J(" 是 主 惯性 矩 逢 阵 ,而 对 应 的 非 主 惯性 给 的 转动 铝 量 是 о ,根据 式 ( 附 4.2) 





便 可 写 出 
ло о 
со Л 0 | Эс, 
о о Дд 
ЖД С.(а = 1,2,3) 表示 С, 的 第 a 列 ,由 上 式 可 得 KDC = ЈС (а = 1,2,3) ,所 以 


Ј% 一 ЭЕ) с = О, а = 1,2,3 {ВЕ 4.3) 

这 是 典型 的 3 x 3 维特 征 值 问题 , Л) 是 式 ( 附 4.3) 的 特征 值 , 它 的 特征 矢量 是 Ce 。 由 于 

了 ”是 实 对 称 矩 阵 ,所 以 式 ( 附 4.3) 的 特征 值 和 特征 矢量 也 是 实 的 , 月 特征 矢量 是 正 交 
的 [2] 。 

当 Л7(а = 1,2,3) 互 蜡 时 ,对 于 某 -一 a, 由 式 ( 附 4.3) 能 求 出 两 相互 独立 的 方程 式 ， 

再 加 上 方向 余 纺 应 满足 的 特性 > ССРУ = 1, 便 可 以 算出 Cs 中 的 三 个 元 家 (C8)(C8 2 1 

B=1 

2,3), 取 不 同 的 值 ,可 求 出 全 部 方向 余弦 , 即 C。 ВЕ 7 О ДО „ДНЯ 

法 能 求 出 137 主轴 方向 的 03 ,而 对 于 ЛО И”) 系数 矩阵 (J Лок) 只 有 -一行 是 独 

立 的 , 它 表明 与 六 ”主轴 (e 恕 ) 垂直 的 平面 中 ,任何 两 相互 正 交 的 辅 都 是 主 输 。 对 于 ДО 

= В? = ИЯ ЛО 也 是 对 角 阵 了 ,这 表明 ,通过 0 点 的 任何 三 正 交 轴 都 是 主办。 
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相对 不 同 点 的 转动 惯量 间 的 关系 
图 附 4.1 所 示 是 刚体 且 , 假 如 基 舌 的 方向 不 变 Б, ру, VW ро, Бъ / рз, МНЕ 


点 分 别 在 上 和 p 处 时 , р 相对 8 НЯ г,, НЯ г, = 
[mm nz гз], В Е 20И dm ВЕБ 和 p ВЕ Р 
Жр, АИК ВТЕР РЕЗ АЕ РЕ О 和 在 号 中 的 7) 
关系 ,可 推导 如 下 。 据 式 { 附 3.35) 有 


Јо) = | (ете _ pol)dm 





Г” = | rzE -rr )dm 图 附 4.1 ”刚体 对 不 同 点 的 转动 
考虑 到 r = r, + p, 由 上 两 式 可 以 导 得 жи 
Л = Е - тр) т + 211 pdmg - г, атат -| бїт, 
(4.4) 
其 中 ,m 是 刚体 8 ВЛЕ, цы 
| ean = гот (4.5) 
式 中 的 re 是 质心 C 相对 的 矢量 分 量 , 式 ( 附 4.4) 成 为 
JO = DE ro m+ ОЕ - ғул) т (4.6) 


й р 点 是 质心, 将 有 | рат = 0,3008 4.6) 成 为 
了 = 了 -mm ( 附 4.7) 
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附录 3 天 量 和 张 量 对 时 间 的 导数 





矢量 对 时 间 的 导数 
矢量 的 时 间 导 数 ,是 先 量 幅 值 和 方向 随时 间 的 变化 率 , 假 如 把 矢量 分 解 成 分 量 
а = аё] + але) + азёз (Ё 5.1) 
而 e = (е е © 是 相对 惯性 空间 以 о 旋转 的 , 则 有 
Чат 445 da де, де, де; 


а = ЕТЫ же рез + 1; + 42 df + аз 

其 中 右 侧 前 三 项 表示 ,每 一 分 量 对 时 间 的 导数 ,再 按 基 矢 方 向 取 几 何 和 , 它 表 示 а 矢量 相 
对 @ 基 矢 伏 标 系 的 时 间 变 化 率 ,可 写 为 & ,以 便 和 a 相 区 别 , 右 山 最 后 三 项 都 是 单位 其 矢 对 
时间 的 导数 ,可 参考 图 附 5.1 求 导 。ej(i = 1,2,3) 是 单位 
基 失 , @ 是 基 矢 绕 其 转动 的 角速度 ,在 : = so 时 刻 ,e; 的 矢 
ИР п 点 ;经 过 Ai; 时 间 后 ， e; 转 至 е", „Бай — 58 0) 
的 圆 弧 达 到 о’ О 3 аа’ ВОЛНУ, goa’ = 
олі е 和 外 之 间 的 夹 角 为 6, 则 由 图 附 5,1 知 ,ga = 


wAt | ei | sin 9。 当 At 趋 近 于 零 时 ,aq’ АВЕ ва" КЕ. 
其 方向 趋 近 于 圆 在 a 点 的 切线 fo 换言之 , 当 At 一 0 时 ga И! 5.1 Е 
== аа’ = юх eiAto 概 据 导数 的 定义 ,有 








де; . аа’ ‚ м хе: . 
а = Вл = Ш; = Oxei=1,2,3 
把 这 些 关 系 式 代 回 上 面 导 数 式 ,得 
а= а+о х (ае + азез + алел) -+ 四 xx С 5.2) 


在 推导 式 ( 附 5.2) 时 管 假定 & АНИНЕ Гареев, НЕРУ.) 中 & 表示 a 相对 
惯性 空间 的 时 间 导 数 ,而 а 是 对 其 矢 е 空间 的 (相对 ) 时 间 导 数 ,两 者 之 间 的 差 怡 是 @ ха. 

其 实 我 们 并 不 要 求 式 ( 附 5.2) 的 左 侧 一 定 是 相对 惯性 空间 的 ,所 以 式 ( 附 $.2) 还 可 以 
ЛЕВОЕ Я: К а 相对 s 基 矢 空间 的 时 间 导 数 a 人 ,等 于 a 相对 r нана, 
再 加 上 了 上 空间 相对 = 空间 的 旋转 角速度 tr У а, ВЈ 


а = а +’ ха С 5.3) 
这 个 等 式 应 用 很 广 , 应 牢记 ,特别 是 其 中 心 ' 的 相对 关系 。 
张 量 对 时 间 的 导数 
根据 上 述 对 矢量 求 时 间 导 数 的 康 理 ， 还 可 求 得 张 量 对 时 间 的 导数 ,例如 
Ф = е'Ре ( 附 5.4) 
它 的 时 间 导 数 是 
В = «феъ е е+ет ре (15.5) 





НР е = өх е,, РА, 


= 
中 


е= шахей = охе (15.6) 
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ЕП 5.5) Нах 5.4), Н 
Ё = фд+юохр-ШФхо { 附 5.7) 
上 式 右 侧 第 一 项 是 eTDe 的 简写 Е Ее 系统 中 分 量 的 时 间 变 化 率 , 其余 两 项 是 基 
矢 的 时 间 导 数 项 演化 的 结果 。 | 
ВЯ РИЗК ТВОГА, К е, 相对 e。 以 角速度 sos 旋转 ПЕ 
在 es 基 矢 坐标 系 中 的 分 量 是 芒 = е 0 е, БА 5.7) 还 可 以 理解 为 并 矢 相 对 e 75 
闻 的 导数 必 是 该 量 在 е, 中 的 时 间 变 化 率 办 与 另外 疯 项 之 和 ,并 写成 
0 = Ё +? х - 0х) (Е 5.8) 
事实 上 式 ( 附 5.8) ЖУРОК е 中 数量 变化 的 速率 (第 一 项 ) 和 因 е, 相对 & 的 方 
向 变动 而 引起 的 瑟 的 变化 速率 (第 二 和 三 项 )。 要 牢记 的 是 上 述 各 量 所 在 坐标 系 的 关系 , 特 
0° 的 定义 。 
只 要 把 分 量 表 达 式 代 人 ,还 可 以 说 明 对 于 任 音 并 矢 和 矢量 上 ,有 


(Bxa:a=0,a.(ax р) = 0 (8 5.9) 
(ах) : а « 0,ах (р.а) = (ах )-а (5.10) 

ВЫ ‚А о А5500 5.7) ,得 
2-0 =Д-ю+(шхр)-ю С 5.11) 


о: Ве о: Ё- о (рхо) (5.12) 
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Еб 稳定 性 和 劳 斯 78 Е (Коий - Hurwitz) 准则 


先 以 物理 现象 说 明 稳 定性 的 定义 。 图 附 6.1 是 在 凸凹 不 平地 面 上 的 小 球 , абс а 四 
个 点 都 是 它 的 静态 平衡 点 ,在 不 受 外 力 时 ,小 球 在 这 四 个 
点 部 能 平衡 不 动 。 然 而 , 若 受 到 足够 小 的 扰动 时 ,a .ce 两 点 
的 小 球 会 转向 它 处 不 再 返回 , 称 这 两 点 是 不 稳定 的 平衡 
点; 相反 地 ,5 .4 两 点 的 小 球 却 在 干扰 消失 后 ,逐渐 返回 原 
位 , 称 这 上 黄 点 是 稳定 的 平衡 点 。 当 然 干扰 很 大 时 ,5、ad 两 点 
的 小 球 也 会 到 别处 平衡 ,但 这 处 于 大 干扰 下 的 平衡 已 不 是 
我 们 研究 的 范围 。 

把 平衡 的 概念 扩大 到 动力 学 系统 。 设 系统 的 状态 为 。 图 附 6.1 小 球 的 平衡 点 
хЕ К", ХЛ 





& = Да) (б.р 

НАРА х = 0, 并 从 式 ( 附 6.1) 中 求 得 x = 芋 po 不 失 一 般 性 地 可 以 认为 二 = 0, 否则 
只 要 假设 一 组 新 状态 变量 z = д, - x, 代 人 人 式 ( 附 6. 1) ,其 平衡 态 就 是 z ОТ 
衡 状态 。 

本 节 研 究 系 统 对 于 零 平 衡 状态 的 稳定 性 ,包括 ; 

(1) 李 亚 普 诺 夫 (Lyapunov) 意义 下 的 稳定 ,在 图 附 6.2(a) 中 ,0 点 是 平衡 点 , 若 系统 
变 到 小 抗 动 ,处 于 0' 点 。 若 对 于 任意 的 s。 > 0 令 域 都 能 找到 一 正 8, 当 (0) | < 8 时 ， 
对 于 一 切 ; = ОН №х{:}| < s, 则 称 系统 是 Гуарипоу 稳定 的 ( 见 图 附 6.2(а)), ЖЕ 
НС.) | 是 状态 变量 的 任何 一 种 模 , 如 | (1) = 900) (о) вв), 
图 附 6.2(a) 中 表示 的 系统 状态 从 сме 域 。 





渐 近 稳 定 “ 
ВНЕ 
2; 
Ем рр 
上 5 城 
са) (Ы) 


РН 6.2 稳定 的 定义 
(2) 浙 近 稳定 。 当 || «(0) | < 5 时 ,对 于 一 切 1 > 0 都 有 |‖ хр) | Вирта, 
见 图 附 6.2(b) БЕНЯ, М, 5 域 任 一 点 出 发 的 状态 模 的 轨迹 最 终 地 超 近 于 零 平衡 
点 。 
(3) 全 局 渐 近 稳定 。 当 || (0) || 为 任意 值 时 ,对 于 一 切 上 >0 总 有 | (1 | Р 
平衡 点 , 见 图 附 6.2(b)。 
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对 于 非 线性 系统 ,有 有 时 不 止 有 一 个 平衡 点 ,所 以 全 局 渐 近 稳定 特性 就 尤为 重要 ,因为 


囊 以 保证 无 论 从 哇 个 初始 点 出 发 ,都 将 达到 同一 归宿 。 


对 于 线性 系统 , 渐 近 稳定 和 全 局 渐 近 稳定 是 一 致 的 ,要 用 劳 斯 - 古 尔 维 蒋 法 则 判断 ,法 


ШР, 
如 果 某 一 线性 系统 的 特征 方程 式 为 
+an=0 
系统 渐 近 区 定 的 必要 条 件 是 
站 a(ti = 0,1,2,--`, в) 的 符 导 相同 ,本 书 约定 为 正 导 ; 
ї) 2,0: = 0,1,2,…,n) 均 不 为 零 
不 满足 这 两 条件 的 系统 必 不 稳定 。 
系统 渐 近 稳定 的 充分 昌 必 要 的 条 件 应 通过 下 述 过 程 判 断 。 
第 一 步 ,将 系统 特征 方程 系数 按 如 下 方式 排 成 两 行 


а. 1,7 аф 





9,1 nd 6257 
第 二 步 , 列 写 劳 斯 计算 表 。 以 6 阶 系 统 为 例 计 算 顺 序 如 下 
55 te аа 2 
РЕ 95 @3 11 
К 2504 一 2643 СА 0502 一 а501 = в 2590 一 Пб " 0 = а 
а; 25 25 
53 A 一 Ва; = с Аа — 454 = р А. 9 - аҳ * 0 _ 
СВ - Ар Саа А +0 
EE 0 0 
ЕР - Са Е:0-Сс-0 
1 т ее _ EG 
5 Я = РЁ Е = 0 0 
0 ар 0 о 


$ 


对 于 高 于 6 阶 的 特征 方程 式 ,其 计算 可 类 推 。 


to 


0 
0 


(6.2) 


(6.3) 
(6.4) 


第 三 步 ,如 上 表 第 一 列 的 元 素 ( 即 a6, as,4,C,E,F,ao) 均 为 正 , 则 系统 稳定 (特征 方 
程 的 根 均 在 [s] 王 面 的 左 半 部 六 如 果 其 中 有 负 值 , 则 自 上 至 下 的 顺序 计数 、 符 号 改变 的 次 


数 , 即 为 特征 方程 在 [s] 平面 右 侧根 的 数目 。 
特殊 地 ,对 于 二 阶 特征 方程 式 
азз? + 915 + ар = 0 
系统 亲近 稳定 的 充 本 条件 是 
аз > 0, > Оор > 0 


(И 6. 5) 


(Е 6. 6) 
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附录 7 古 尔 维 鞠 (Hurwitz 稳定 性 判断 准则 


如 果 某 一 线性 系统 的 特征 方程 式 为 式 ( 附 6.2) ,其 渐 近 稳定 的 充分 和 必 村 的 条 件 是 ， 
从 下 述 mx 维系 数 排列 表格 


Sn] Hn- Qn-5 














= В 
0 бл na 
0 0 а 
中 取出 的 各 阶 古 尔 维 谈 行列 式 Ai(i = 1,2,…,n) ВЖЕ 
Ау = а 
А, _ 221 Яя 
Яр Cn_2 
Wn] Hn fs 
Аз = | an а) 93-4; 
0 4.1 an _3| 


А, = det( D) 
即 是 以 主 对 角 线 为 基础 ,在 Р 中 取 第 一 行 一 列 , 前 两 行 两 列 ,前 三 行 三 列 ,…, 全 部 n% 行 h 
列 构 成 方 阵 的 元 素 ,所 形成 的 行列 式 。 
假如 把 а, 变换 为 1( 以 on 饥 除 式 ( 附 6.2) 各 项 ), 并 考虑 到 ai > 0( = 12 по 1), 

КЕНЕЛЕ а ДАЖ 
_ 系 统 阶 数 | 

п = 1, ао > 0 

п = 3 02,00,45 > ОЖ а, в, Лу > 0 
аз, 02, 00, Аз > От аз, @1, бо, Аз > 0 


稳定 准则 





4, 22, а, А2, Ад > 0 或 аз, TL ад, Ао, A > О 





4 
5 

но = 6 | 95,44,42, 4), 013,05 > 0 05,03,91, 00, Аз, А; > 0 
7 46, 24,02,00, А), Да, Ду > 0 或 а5. 93,91,90, Дз, А4, Ас > 0 
8 


ат, 25, а4, ал, ад, Аз, Аз, Лу > О 91, @5, аз, @1, Go Аз, Ms А > 0 
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附录 8 00 076 А (Туарипоу) 稳定 性 定理 (第 二 定理 ) 


如 果 对 于 式 ( 附 6.1) 的 零 平衡 状态 ,能 够 找到 满足 下 列 条 件 且 有 连续 一 和 阶 偏 导数 的 
连续 岁数 v(x ,10), 则 系统 在 原点 的 平衡 态 是 浙 近 稳定 的 。 

(1) v(x,t) 是 正定 的 。 

(2) zt, 是 负 定 的 。 

如 (2) 条 件 改 为 ztx,1) 是 半 负 定 的 , 则 系统 在 原点 的 平 街 访 是 Lyapunov 稳定 的 。 

如 果 还 有 

(3) 上 x 趋 近 于 无 窃 时 ,v(x,t) ФН, 

(4) х = 人 0 以 外 的 点 ,v(xz,t) 不 伍 为 零 , 则 系统 是 全 局 浙 近 稳定 的 。 

这 个 定理 的 直观 解释 是 :由 于 v(x) 是 正定 和 连续 的 ,所 以 v(x) = C 为 常数 ,是 一 多 
维 的 空 面 半 曲线 ,在 原点 上 = 0 处 C = 0, 远 离 原点 w(x) 将 连续 变化 , 离 原点 越 放 ;u(t) 值 
也 越 大 (图 附 8.1 是 x = (дао x3)" 三 维 空间 的 情况 )。 条 件 (2) ЗЕ, (а) 随时 间 逐 渐 迹 
小 ,在 图 附 8.1 中 则 是 逐 活 下 降 的 ,这 说 明 钾 曲线 是 逐渐 接近 原点 ,并 最 终 到 达 原 点 。 条 件 
(3) А) 除去 了 原点 以 外 出 现 平衡 点 的 可 能 性 。 





8.1 ВЕНЕ НЕ 
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附录 9 几 个 常用 的 运动 稳定 性 定理 


空间 飞行 晋 密 态 动力 学 的 基本 方程 式 是 刚体 纱 固 定点 旋转 的 欧 拉 方 各 ,考虑 到 空间 
飞行 器 的 不 同 结构 型 式 和 阻尼 器 及 控制 执行 机 构 的 特点 后 ,能 形成 几 种 不 同类 型 的 动力 
学 方程 ,本 节 就 是 研究 它们 的 稳定 性 问题 的 ,部 分 资料 。 

本 书 所 遇 到 的 姿态 动力 学 方程 起 的 一 般 形 式 是 

МЕ + (0 + б) + Кх = 0 (9.2) 

ХЕ, МТ = М> 0,07 = 00,67 = -人 ,KT = 下 ,它们 都 是 n xn 维 的 矩阵 ,或 写 为 所 
Кт ДН 贡 是 质量 (转动 惯量 ) 阵 , D 是 阻尼 阵 , С 是 反映 陀螺 效应 的 反对 称 和 拭 阵 ,此 是 
НЕ, с 是 状态 变量 。 

如 果 有 天 > 0, 称 系统 是 静 稳 定 的 , 若 卫 > 0, 则 称 系统 是 完全 阻尼 的 ,否则 便 是 静 不 
稳定 或 不 完全 阻尼 的 。 

对 于 式 (内 9. 1) 的 各 种 不 同情 况 , 有 下 述 稳 定性 定型 首先, 如 果 方 程式 中 只 有 首 项 , 
Их = 0, 将 有 解 x = а + 5 显然 , 它 是 随时 间 增 大 的 ,系统 不 稳定 。 所 以 有 如 下 定理 。 

定理 外 1 系统 他 x = 0,M7 МЬО,МЕ Е", к ВЕ, 

如 果 系 统 方程 式 形 如 











Мх + Кх = 0 (9.2) 
其 中 ,M = М0, КТ К,М,КЕ Кх С РЕ, 
定理 9.2 式 ( 附 9.2) 表示 的 系统 , 当 且 仅 当天 > 0( 静 稳定 的 ) 才 是 稳定 的 。 
证 ”车 取 Lyapunoy 函数 为 动能 和 势能 之 和 


TEM + атка) ( 附 9.3) 


в = 


考虑 到 М ИК ВР, 
о = ЖОМ + Кх) 
把 式 ( 附 9.2) 代 入 ,得 5 = 0, 这 是 Lyapunev 稳定 的 标志 。 根 据 附录 8 ,Lyapunor РАЯ о 必须 
是 正定 的 ,这 就 要 求 式 ({ 附 9.3) 中 的 两 个 二 次 型 都 是 正定 的 .已 有 型 > 0, 第 -个 二 次 名 是 
正定 的 ,还 必须 天 > О, 才 是 正定 的 。 证 毕 
ЗЕМ М ОШИ М = ГТ,ТЕ к", ТЕНИ НВ 7-! - 
Р.Ж% Та = 9, 因 此 有 = Т = qo 把 上 述 关系 代 人 式 ( 附 9 2) ,再 右 乘 (1)7 = 


g+PKPg=0 ( 附 9.4) 
В = Р'КРС В", К> 0, 必 然 有 8 > 0。 易 知 ,应 有 = 0716 № ВЕ 
,使 对 в 的 正 ЕА ОВО = ЛЖ НА = diag(A4142." А.) Н п 个 特征 信 
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Мј = 2 yn) ， 组 威 的 对 角 阵 。 因 此 令 4 = Отт К АЛЕК, ННЫ ОТ, АВА 


Я + Лу = 0 (Е 9. 5) 

只 当心 > 0 时 , 式 ( 附 9.5) 的 解 才 是 稳定 的 。 也 就 是 要 求 4 > 0, 而 这 只 当 久 > 0 才 有 可 能 。 
于 是 岩 次 得 到 上 上 上面 的 结论 。 如 果菜 一 4 = 0 因 有 与 时 间 1 成 正比 增长 的 解 ,系统 将 不 稳 
Я-А: < 0, 将 出 现 按 指数 增长 的 解 ,系统 也 是 不 稳定 的 。 

引 理 1 当 AM& = Сы, М = М>0,С'=-С,М,СЕ К", Є К", Н 
ЧЕН ЕЕ НЕХ, РЗ Е НОЕ НН ЖК, 

Е МЕНЕ Дл” ,它们 对 应 的 特征 矢量 为 二 和 =* ,因此 有 

АМы = Си, А Му = Си“ 

若 以 = и" 表示 и АОН Е перен 














显然 , 必 有 4” = - А ИЕ НО ЖИ, НН С, ПЕВ 
推论 1 引 理 1 中 ,车 nn = 25 18 = 0,1,… 则 至 少 有 一 个 特征 值 为 零 。 
这 是 因为 共 轰 特征 值 都 成 对 出 现 ,多 余 的 只 能 是 零 。 
当 系统 具 有 陀螺 效应 时 ,方程 式 成 为 
Мх +Сх = 0 ( 附 9.6) 
М' = М> 0,61 =- C,M,GE В", хе RFR" 在 给 出 适合 这 类 方程 式 的 稳定 定理 之 前 ， 
先 研 究 这 类 方程 式 的 特点 。 
如 取 式 ( 附 9.6) 的 解 为 x = пе“ КАЛАМЫ + Gu = 0, 愉 是 引 理 1 的 特征 值 问 
题 。 因 此 , 设 某 共 郝 虚数 特征 值 是 iw, 和 - iw, ,对 应 的 特征 矢量 为 二 ри" РУП 
数 , 设 有 
Hr = у +іх,, = уу іг, 
上 面 的 i = Y - 1, © Rro 先 求 出 特征 信和 特征 矢量 之 间 的 关系 一 一 正 交 条 件 。 
显然 它们 满足 
iw My + іх) + С(у, +is) = 0,7 = 1,2,5, в/2 
~ Му, ~ іа) + Gy is) = 0,r = 1,2,,n/2 


应 注意 ,r 是 从 1 增 到 -> 的 ,而 上 曾 两 式 加 起 来 刚好 有 n 个 ,这 是 由 方程 的 维 数 限 定 的 。 当 
п 为 奇数 时 ,上 述 写 法 将 出 现 困难 ,这 时 推论 1 成立 ,将 二 两 式 进 行 虚 实 部 分 开 , 可 以 求 得 
wy + Cs = 0,r = 1,2, ,п/2 (8 9.7) 

— «Ма, + бу = 0,r = 1,2, 1/2 ( 附 9.8) 

ОЙ 9,7) 96 并 ,再 对 r = 大 汛 出 式 ( 附 9.8) НИНЕ sz; 式 ( 附 9.8) 6387 НУН 
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r = 大写 出 式 ( 附 9.7) ЕЈ yy。 这 样 处 理 后 , 共 得 4 个 表达 式 


«Му, + ба = О,г,Ё = 1,2,9, 2/2 (9.9) 
-oz ys = Dr 上 = 12, , 1/2 ( 附 9.10) 
- wa + 16у, = 07k = 2 (89.11) 
ay – бу, = О,г,Ё = 1,279,802 (9. 12) 
式 ( 附 9.9) 减 式 ( 附 9.12) , 式 ( 附 9.10) 减 式 ( 附 9. 11) ,所 得 结果 相 加 ,得 
(о, - ор) (Му, + Е, ) = 0 (ЁР 9. 13) 
此 式 为 零 的 条 件 是 
Му, = ДМ, =0, 当 r 基 下 时 〈 附 9. 14) 
УМУ, = Ма, = 1,Щг = КЕ (ЕН 9. 15) 
把 式 ( 附 9.14) НА (ИЕ 9. 15) 代 回 式 ( 附 9.9) - 式 ( 附 9. 12) 还 可 求 得 
ба = бу = 0,4 г е Е С 9.16) 
уіС2, тов» =-а,, 4 г = ЕВ (9. 17) 


А (И 9.13) ~ (НЕ 9. 17) В г, К 1,2,2, 
利用 类 似 的 方法 ,还 可 求 得 


(ar ка) СТМ у, + УМ а,) = 0 С 9.18) 

并 从 而 导出 
Му, = YM = 0,7,0 = 1,2,°,n/2 ( 附 9.19) 
Су, = Са = О, ғ, = 1,2, , 1/2 (9.20) 


称 式 ( 附 9.14 17) 和 式 ( 附 9.19) 29.20) 为 特征 矢量 的 正 交 条 件 , 如 果 定 义 特 征 泉 
НИХ, 


О = [урд 2 ар 0] © Е (9.21) 

正 变 条 件 还 可 以 写成 紧凑 的 形式 
UMU = Е, ( 附 9.22) 
UGU = Ча вр) (19.23) 

其 中 ,EE 是 n x п 维 单 位 阵 , 而 
0 -а 
5: = И 0 | (9.24) 
Я О РЕА (9.6) М, 5 ОА 

Х = (1 (И 9.25) 


其 中 ,7 E 本 是 新 的 变量 。 把 式 { 附 9.25) 代 人 式 ( 附 9.6} 2:396 UV", 考虑 到 式 ( 附 9.22) 
和 和 式 ( 附 9.23), 得 
2) + diag( #1 42°. зал) = (И 9.26) 
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不 失 一 般 性 地 ,从 式 ( 附 9.26) 中 取出 对 应 于 s1 的 两 维 方程 式 
了 1 — 12 = 0,72 + 4171 = 0 
它们 的 解 是 
тр = nsin аці + 660$ wit 
mm = esin wt + 96008 в 
其 中 ,a,5,c,d 是 由 初始 条 件 决定 的 积分 常数 。 上 两 式 表明 ;如 果 s,s,,…, so 均 不 是 零 
和 矩阵, 则 系统 ( 即 式 ( 附 9.6)) 是 Lyapunov 稳定 的 ,换言之 避 的 秩 为 n 维 ,系统 就 是 稳定 的 。 
ТАНКЕ, 
定理 9.3 系统 Mt + Са =0,М' = МО, СТ = - С, М, СЕ В", №, щЩ 
且 仅 当 rankG = п 时 才 是 稳定 的 。 
如 果 系 统 不 包含 E 项 , 式 ( 附 9. 1) 成 为 有 阻尼 的 系统 
ИЕ + рх + Кх = 0 (Ё 9.27) 
МТ = М> 0,07 = Б, КТ = К,М,р.КЄ К", € Rr, 则 有 如 下 定理 
定理 9.4 ”如 果 系 统 式 ( 附 9.27) 有 MT = NM 0,07 = DD,K' = К, М, О. КЕ К", 
它 是 静 稳 定 ( 即 天 > 0) 和 完全 阻尼 ( 即 р > 0) 时 ,系统 昆 饭 近 稳 定 的 。 
证 仍然 取 式 ( 附 9.3) 为 Lyapunoy 函数 ,仿照 前 面 的 作法 ,可 以 求 得 


9 =- Da 
可 见 , 只 有 DD > 0, 才 有 上 式 为 负 ,系统 为 渐 近 稳定 。 然 入 ,在 取 式 ( 附 9.3) 为 Luaprnhov 函数 
时 ,就 已 包括 了 KK > 0 的 要 求 ( 附 录 8 第 1 条 )( 放 已 是 大 于 零 的 )。 证 毕 


要 求 D >0 和 外 > 0, 往 往 不 能 被 完全 满足 ,然而 ,不 完全 满足 这 个 要 求 的 系统 ,有 时 
也 是 稳定 的 ,内 而 定理 9.4 只 是 系统 稳定 的 充分 条 件 。 而 关于 系统 式 ( 附 9.27) 稳定 性 的 另 
一 定理 ,可 以 叙述 为 如 下 。 

定理 9.5 如 果 系统 式 ( 附 9.27) 有 M7 = М>О, ТЕ Ю, КТ- К, М, О, КЕ к", 
当 且 仅 当 五 хо 

галкі К М" D(AKMIND 1 (КМ) р] = в (9.28) 
才 是 渐 近 稳定 的 。 
证 路 ,有 兴趣 者 可 以 参阅 文献 [28] 
ИР = 0, 式 ( 附 9.1) 是 陀螺 特性 的 保守 系统 
Mr + Сх + Ка = 0 (Ё 9. 29) 
这 时 我 们 有 如 下 的 稳定 定理 。 

定理 9.6 ”如 果 系 统 式 ( 附 9.29) 有 HT Мост. С.К = К,М,С,КЕ 
К" К > 0( 静 稳定 ) 时 系统 是 稳定 的 。 

证 ”考取 式 { 附 9.3) 为 Lyapunov 国 数 ,考虑 到 式 ( 附 9.29) ,有 

v= (Мл + Кх) = Са (#9. 30) 
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由 于 G7 = - СМЖ в = 0. 

这 就 说 明 系 统 式 ( 附 9.29) 稳定 时 ,将 是 Гуарипоу 稳定 的 。 

事实 上 ,定理 9.6 只 是 式 ( 附 9.29) 稳定 的 充分 条 件 , 满 足 此 定理 的 系统 是 稳定 芍 , 不 
满足 它 的 条 件 时 并 不 一 定 都 不 稳定 .但 它 的 形式 简单 ,便于 应 用 .下面 通 过 一 个 简单 例子 
说 明 附 9.6 定 理 的 充分 性 。 

П Ия” 


od, :ls 5 вәз 


它 的 特征 多 项 式 是 | 
з + (А + № + 27) 52 + к, > =0 С 9.32) 


如 果 拒 它 写成 
ыы = 0 (В 9. 33) 
划 系 统 的 稳定 条 件 是 
> 0, Бо > 0,01 - 4р 0 (9.34) 
用 式 ( 附 9.32) 中 的 参数 ,稳定 条 件 成 为 
= ++ > (9.35а) 
= А > 0 (9.355) 
s1 = (р Ё) + 2+) а рь 0 (9.35%) 


如 取 Б, 和 所 分 别 为 横 轴 和 纵 畏 , 则 式 ( 附 9.35) 的 稳定 条 件 可 绘 成 如 图 附 9.1 所 示 的 区 
域 .其 中 А+ Б + =? = 0 是 一 条 -45 的 斜 直线 ,其 上 方 为 稳定 区 ，; kk2 > 人 0 家 孙 第 … 利 三 
象限 是 稳定 区 ; = 0 是 在 第 三 象限 的 抛物 线 与 横 及 纵 坐 标的 急 点 怡 是 斜 直线 与 坐标 轴 
交 扎 ,其 上 侧 是 稳定 区 域 。 综 合 起 来 ,稳定 区 域 是 第 一 象限 和 第 三 象限 靠近 原点 位 于 扼 物 
线 上 方 的 接近 三 角形 的 区 域 。 





[— Так 不 稳定 区 
贸 附 9.1 ”例题 的 稳定 和 非 稳定 域 的 划分 
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但 如 果 使 用 定理 附 9.5, 它 给 央 的 稳定 条 件 是 天 > 0, 对 于 本 倒是 
но, > 0 С 9.36) 

它 只 认定 图 附 9.1 中 的 第 一 象限 为 稿 定 参 数 区 , 而 未 将 第 三 象限 中 的 区 域 包含 在 内 。 这 就 
说 明了 定理 9.6 只 给 出 了 稳定 的 充分 条 件 。 

应 用 Stum 定 理 2 ,给 出 了 式 ( 附 9.29) 系统 的 稳定 充分 和 必要 条 件 , 并 给 出 了 对 二 维 
和 三 维系 统 的 稳定 参数 关系 式 , 这 就 是 

定理 9.7 对 于 系统 式 { 附 9.29), 关 天 = М> 0.67 --С,К' = К,ШМ,К, СЕ 
Кх" ,当日 仅 当 


Wi- ®) = п (9.37) 
У(0) = 0 (ИЕ 9. 38) 
时 才 是 稳定 的 。 
其 中 Vip) 是 下 式 
Са) н) губа), е) (ЕЁ 9. 39) 





ВИТ НАК, Т С) 是 式 ( 附 9.29) 的 特征 方程 式 Bet( М + 6+ К), 
Би КЕ 57 的 结果 

(и) = Че И + vy pl + К) (о. 40) 
Рбн) рн) ХР ВУЧО, В Са) = ара, – пи) ЖИР (и) В 
数 ,- rp) ЈАР" (р) С) 的 余数 ,… 而 -r(x) 是 (Ик и) 的 余数 。 式 中 "是 
式 ( 附 9.39) 前 后 相 邻 两 项 相 除 后 ,余数 不 含 ЕВР, (и) 项 的 数目 (v)。 

应 用 定理 9.7 导出 的 式 ( 附 9.29) 所 表示 系统 稳定 性 准则 [31, 见 表 附 9.1。 
表 附 9.1 陀螺 保守 系统 的 稳定 准则 



































п | Ан) 稳定 准则 
(5, > 0) bi, Bo, s+ > 0 
2 Бл к Ни + bo 
51 = В 46,6, 
(53 > 0) Бу, Во, зз, 53,94 > 0 
#52 = b by 一 9 03 
зз = Ё ЗББ, 
= 1,2 3 _ 3 _ 12) 
3 Бам + Бн? + Бр + bo ча 0-46 46 - 27 27888} + 180. zt о 
(5 > 0) bo, bs, 1 0 





55 = ыы 一 422; + ЗВ 55 





(3 > 0) Бо, Бу, 62,54 > 9 





Е ”原文 献 [29] 中 为 -4683 
НА ТОЖЕ ЕАН 4 6 Бр) 的 结果 。 对 于 三 维系 统 , 列 出 了 
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三 位 不 同 作 者 得 到 的 三 种 结果 ,第 一 种 是 直接 由 上 述 定 理 得 出 的 ,第 二 和 三 种 分 别 由 文献 
[30] 和 [31] 给 出 的 ,它们 都 是 等 价 的 Golla 还 证 明了 зз > 0 是 多 余 的 ,因此 第 三 种 准则 最 
简便 ,易于 使 用 。 

如 果 往 式 ( 附 9.29) 的 基础 上 再 增加 阻尼 项 , 就 是 在 姿态 动 方 学 中 常用 的 一 般 方 程 
式 ( 附 9.1) 下。 对 于 它 的 稳定 性 有 如 下 的 定理 。 

定理 9.8 对 于 系统 式 ( 附 9.1), 若 = >0,6 =-C,K' = К,рї- р,Вм, 
&,0,КЕ в", рок > 0 时 系统 是 渐 近 稳定 的 。 

证 仍 取 式 ( 附 9.3) 为 Lyapunov 函数 , 则 有 

2 = (ME + Ка) =- АТОС + р)х =- ра 

显然 ,上 式 要 求 D > 0, 而 在 Lyapunov 函数 表达 式 中 还 要 求 KK 0, 证 毕 

定理 9.8 是 式 { 附 9.1) 系统 稳定 的 充分 条 件 。Hughes 和 Gardner 考虑 了 必要 条 人 忻 
后 ,得 到 如 下 的 定理 。 

定理 9.9 如 果 系 统 式 ( 附 9.0D) МТ = МО, ТЕ р, --С,К-= КК 
0, 但 D хо. # 














rank[C АТ СТ (АТ) СТ … (АТ) С] =- п С 9.41) 
则 式 ( 附 9.1) 是 渐 近 稳定 的 。 
На, ДЕ 82", Се в р 


0 Е 
4 = - МУК - М-р + 6) 
С = [9 р) 
式 中 的 号 是 m x 5 维 单位 阵 。 


定理 的 证 明 略 。 
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